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1 Введение

Одной из основных задач теории принятия решений
в условиях риска является представление качествен-
ного отношения предпочтения на множестве рисков
в количественном виде: а именно, в виде функциона-
ла (меры риска), заданного на множестве рисков, и
согласованного с исходным отношением предпочте-
ния. Различные аспекты этой задачи представлены,
например, в [2].

Представление мерой риска, как показано в [3], не
единственно, поскольку любое строго монотонное
преобразование приводит к представлению того же
отношения предпочтения. В этой связи в [3] введе-
но понятие канонического представляющего функ-
ционала. Такой функционал для каждого отноше-
ния предпочтения определен уже единственным об-
разом. Более того, ввиду специфики канонизации,
такой функционал можно использовать в качестве
детерминированного эквивалента, а в моделях фи-
нансового риска - и в качестве цены финансовых ин-
струментов.

В настоящей работе описываются методы постро-
ения канонических представляющих функционалов
для предпочтений из классов ожидаемой полезности
[1], когерентных мер риска [7], их частного случая -
функционалов возмущенной вероятности [9], а также
обобщенных когерентных мер риска [4], [8].

В параграфе 2 приводятся необходимые сведения из
теории представления предпочтений, в параграфе 3
описаны используемые классы предпочтений, а в па-
раграфе 4 описаны методы построения канонических

функционалов, см. также [5], [6].

2 Предпочтения и меры риска

Пусть (Ω,A,P) — вероятностное пространство, а X
— совокупность всевозможных случайных величин,
заданных на нем, и обладающих конечным матема-
тическим ожиданием. Следуя традиции [7], элемен-
ты X мы будем также называть рисками. Отметим
также, что X можно отождествить с нормированым
пространством L1.

Полное транзитивное отношение � на X называет-
ся [2] отношением предпочтения. Для X,Y ∈ X мы
будем интерпретировать отношение X � Y как "X
не лучше Y ". Асимметричную часть � обозначают
≺ и интерпретируют, как "строго хуже" , а симмет-
ричная часть ∼ представляет соой отношение экви-
валентности с прозрачной интерпретацией.

При некоторых неограничительных условиях [2],
[5] отношение предпочтения � можно представить
функционалом f = f� в смысле

X � Y ⇐⇒ f(X) ≤ f(Y ), X, Y ∈ X . (1)

Такое представление предпочтения оказывается
неединственным. В частности, применение к f� стро-
го монотонного преобразования приводит к функци-
оналу, представляющему то же отношение предпо-
чтения �. Верно и обратное, так что класс M(�)
всех функционалов, представляющих некоторое от-
ношение предпочтения �, состоит из строго моно-
тонных преобразований любого своего элемента [5].

Неединственность представления представляет со-
бой серьезную проблему, и в [3] было предложено
использовать канонические представления, облада-
ющие свойством

f(aI) = a, a ∈ R, (2)

где I обозначена постоянная случайная величина

I(ω) = 1, ω ∈ Ω,
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обладающая вырожденной функцией распределения

W1(x) = P(I ≤ x) =

{
0, x < 1
1, x ≥ 1

.

Такие представления удобны еще тем, что они явля-
ются и детерминированными эквивалентами [6], что
позволяет использовать их в качестве цены риско-
ванных финансовых инструментов.

Представляющий функционал f� принято называть
мерой риска [7]. Это название не вполне удачно, по-
скольку значения этого функционала f(X) ни в ка-
кой мере не отражают количество риска, заключен-
ное в аргументе X. Однако, терминологическая тра-
диция уже сложилась в таком виде, и мы будем ей
следовать.

3 Классы предпочтений

В настоящей работе будут рассматриваться следую-
щие классы предпочтений. Первый из них, класс ли-
нейных предпочтений, был аксиоматически введен
в [1]. Так же было показано, что представляющим
функционалом для этого отношения предпочтения
является функционал ожидаемой полезности

u(X) = E(U(X)), X ∈ X , (3)

где U — вещественная функция полезности, задаю-
щая этот функционал.

Следующий класс предпочтений задается когерент-
ными мерами риска [7], в частности, мерами воз-
мущенной вероятности [9]. Функционал f , заданный
на X , называется когерентной мерой риска [7], ес-
ли он обладает свойствами монотонности (M), поло-
жительной однородности (PH), супераддитивности
(SA) и инвариантности относительно сдвигов (TI):

(M) : X ≤ Y =⇒ f(X) ≤ f(Y )

(PH) : λ ≥ 0 =⇒ f(λX) = λf(X)

(SA) : f(X + Y ) ≥ f(X) + f(Y )

(TI) : f(X + aI) = f(X) + a, a ∈ R

Известно [7], [5], что когерентные меры риска мож-
но охарактеризовать в терминах множеств прием-
лемых рисков. Обозначим C+ = {X ≥ 0} ⊆ X ко-
нус неотрицательных случайных величин, а C−− =
{X < 0} ⊆ X — конус отрицательных случайных ве-
личин. Множество A ⊆ X называется множеством
приемлемых рисков, если оно является выпуклым
замкнутым (в топологии пространства L1) конусом,
обладающим свойствами C+ ⊆ A, C−−∩A = ∅. Коге-
рентная мера риска fA определяется своим конусом
приемлемых рисков A по формуле

fA(X) = sup{b ∈ R : X − bI ∈ A}, X ∈ X .

Обобщенные когерентные меры риска [4] задаются
по конусу приемлемых рисков A посредством нормы
‖ · ‖ по формуле

fA(X) = δA(X) inf
Y ∈∂A

‖X − Y ‖,

где

δA(X) =

{
1, X ∈ A
0, X 6∈ A

обозначена индикаторная функция множества A.

4 Методы построения канонических
представлений

Рассмотрим функционал ожидаемой полезности. Ес-
ли функция полезности U строго возрастает и име-
ет обратную U−1, то канонический функционал uC
имеет вид

uC(X) = U−1 (EU(X)) , X ∈ X .

В этом легко убедиться, заметив, что EU(aI) = U(a),
так что, действительно, uC(aI) = a, a ∈ R.

Когерентные меры риска устроены таким образом,
что исходный функционал сам является канониче-
ским. Это вытекает из аксиом положительной одно-
родности и инвариантности. Действительно, аксио-
ма положительной однородности дает f(0) = 0, что
вместе со свойством инвариантности приводит к ре-
зультату f(aI) = f(0 + aI) = f(0) + a = a, который
и означает каноничность произвольной когерентной
меры риска.

Функционал возмущенной вероятности [9] также,
очевидно, обладает свойствами положительной од-
нородности и инвариантности относительно сдвигов,
откуда аналогично вытекает его каноничность.

Обобщенные когерентные меры риска [4] в исход-
ном виде, вообще говоря, не являются канонически-
ми функционалами, и требуют некоторых преобразо-
ваний для достижения каноничности. Как отмечает-
ся в [6], для произвольной положительно однородной
меры риска f приведение к каноническому виду fC
производится по формуле

fC(X) =

{
f(X)/f(I), f(X) ≥ 0
−f(X)/f(−I), f(X) < 0

(4)

Поскольку обобщенные когерентные меры риска яв-
ляются положительно однородными [4], вычисление
канонического функционала для них также произво-
дится по формуле (4), поэтому для построения кано-
низирующего преобразования достаточно вычислить
f(I) и f(−I).



В качестве примера рассмотрим случай X = R2, A =
C+ и ‖·‖ = ‖·‖1. При этом f(I) = 1 и f(−I) = −2, так
что канонизирующее преобразование f имеет вид

fC(X) =

{
f(X), X ∈ C+
1
2f(X), X 6∈ C+

В работе предложена методология вычисления ка-
нонических мер риска, введенных ранее в [3], для
некоторых классов предпочтений и представляющих
их функционалов, а именно: для линейного предпо-
чтения (класс ожидаемой полезности), когерентных
мер риска [7] и обобщенных когерентных мер рис-
ка [4]. Результаты работы могут быть распростране-
ны и на другие популярные классы предпочтений, и
могут использоваться при оценивании финансовых
инструментов и страховых продуктов.
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