
Îòíîøåíèÿ

À.À.Íîâîñåëîâ

∗

Ëåêöèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÔÓ

Àííîòàöèÿ

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ íà �èêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ðàññìàòðèâà-

þòñÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðÿäêà è ïðåäïî÷òåíèÿ, è óñòàíàâëèâàþòñÿ

ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 1

2 Îòíîøåíèå 2

2.1 Îïðåäåëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2 Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.3 Ñâîéñòâà îòíîøåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

3 Âèäû îòíîøåíèé 3

3.1 Ýêâèâàëåíòíîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3.1.1 Îïðåäåëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3.1.2 Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3.1.3 Ïðèìåðû îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.2 Ïîðÿäîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.3 Ïðåäïî÷òåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

4 Ìîíîòîííûå �óíêöèîíàëû 7

5 Ôóíêöèîíàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ 8

6 Óïðàæíåíèÿ 9

1 Ââåäåíèå

Â îñíîâå òåîðèè ðèñêà, êàê òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ âåðîÿòíîñòíîé

íåîïðåäåëåííîñòè, ëåæèò ïîíÿòèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé. Â íàñòîÿùåé ëåêöèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ
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ïðåäïî÷òåíèå è ñâÿçàííûå ñ íèì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîðÿäêà. Èçëàãàå-

ìûå çäåñü ñâåäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ðèñêà ïðè èçó÷åíèè ñâÿçè ïðåäïî÷òåíèé

íà ìíîæåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ �óíêöèîíàëàìè, çàäàííûìè íà ýòîì

ìíîæåñòâå.

2 Îòíîøåíèå

2.1 Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü X � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Îòíîøåíèåì Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ Q ⊆ X × X .

�îâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû x, y ∈ X íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè Q, åñëè (x, y) ∈ Q; ýòîò �àêò
çàïèñûâàåòñÿ òàêæå xQy.

2.2 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 2.1 �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî IX = {(x, x)| x ∈ X} ⊆ X×X . Ñ ïîìîùüþ

òàêîãî ïîäìíîæåñòâà çàäàåòñÿ îòíîøåíèå ðàâåíñòâà. Äëÿ òðåõýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà X = {x, y, z} ýòî îòíîøåíèå èçîáðàæåíî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå; ýëåìåíòû

X × X , âõîäÿùèå â îòíîøåíèå IX , îòìå÷åíû êðóæêàìè.

x y z
x ◦ · ·
y · ◦ ·
z · · ◦

Ïðèìåð 2.2 Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå èçîáðàæåíî îòíîøåíèå íà ÷åòûðåõýëåìåíò-

íîì ìíîæåñòâå X = {x, y, z, t}, íå èìåþùåå ñïåöèàëüíîãî íàçâàíèÿ, íî, òåì íå

ìåíåå, ÿâëÿþùååñÿ îòíîøåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1.

x y z t
x · ◦ · ·
y ◦ · · ·
z ◦ · · ·
t · ◦ · ·

2.3 Ñâîéñòâà îòíîøåíèé

Îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîãî

çàäàíèÿ îòíîøåíèé.

• Ïîëíîòà. Îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ äâóõ

ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà (x, y) èëè (y, x)
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Q.
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• Ñèììåòðè÷íîñòü. Îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñ-

ëè (x, y) ∈ Q âëå÷åò (y, x) ∈ Q.

• Òðàíçèòèâíîñòü. Îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè

(x, y) ∈ Q, (y, z) ∈ Q âëå÷åò (x, z) ∈ Q.

• Àíòèñèììåòðè÷íîñòü. Îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåò-

ðè÷íûì, åñëè (x, y) ∈ Q, (y, x) ∈ Q âëå÷åò x = y.

• �å�ëåêñèâíîñòü. Îòíîøåíèå Q íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì, åñëè

(x, x) ∈ Q, x ∈ X , èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, IX ⊆ Q.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîå îòíîøåíèå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì (ñì.

óïðàæíåíèå 6.1), è íèêàêèå äðóãèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèìè ñâîéñòâàìè, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ïðèñóòñòâóþò (óïðàæíåíèå 6.2).

3 Âèäû îòíîøåíèé

Â äàííîì ïàðàãðà�å ââåäåì íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå îòíîøåíèÿ.

3.1 Ýêâèâàëåíòíîñòü

3.1.1 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.1 �å�ëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå Q íà

ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äëÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå;

�àêò (x, y) ∈ Q çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x ∼ y. Ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

ìîæåò ñëóæèòü îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà X :

x ∼ y ⇐⇒ x = y.

Ââèäó ðå�ëåêñèâíîñòè ëþáîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè Q èìååì IX ⊆ Q, ïîýòî-
ìó îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (ïî âêëþ÷åíèþ) èç âñåõ âîçìîæíûõ

îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà X .

Äðóãèì ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò ñëóæèòü âñåîáúåìëþùåå

îòíîøåíèå TX = X × X , êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (òàêæå ïî âêëþ-

÷åíèþ) èç îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà X : Q ⊆ TX .

3.1.2 Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Äëÿ �èêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà x ∈ X ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü K(x) âñåõ ýëåìåíòîâ
èç X , åìó ýêâèâàëåíòíûõ:

K(x) = {y ∈ X : y ∼ x},

è íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî y ∈ K(x) ìîæíî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñòðîèòü êëàññ K(y), ïðè÷åì
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K(y) = K(x), òî åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè K(x) ìîæåò áûòü ïîðîæäåí ëþáûì èç

ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè æå z 6∈ K(x), òî, î÷åâèäíî, K(z) è K(x) íå ìîãóò èìåòü îáùèõ
òî÷åê (èíà÷å áû íàðóøàëàñü òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè). Ïîýòîìó

êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò îäíîìó è òîëüêî îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè,

îòêóäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼. Òî-
ãäà X ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

X =
∑

λ∈Λ

Kλ, (1)

ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî Kλ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíî-

øåíèþ ∼.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ �àêòîð-ìíîæåñòâîì X
ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, è îáîçíà÷àåòñÿ X / ∼= {Kλ, λ ∈ Λ}. Ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü òàêæå áîëåå ëàêîíè÷íîå îáîçíà÷åíèå X̃ = X / ∼. Îòîáðàæåíèå K :
X → X̃ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

K(x), áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì.

Äëÿ îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà IX êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íûìè:

K(x) = {x}, x ∈ X , òàê ÷òî �àêòîð-ìíîæåñòâî X̃ ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ ñàìèì

ìíîæåñòâîì X ; ðàçáèåíèå íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷àåò ïðè ýòîì íàèáîëåå

ïîäðîáíûì. Äëÿ íàèáîëüøåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè TX èìååì åäèíñòâåííûé

êëàññ K(x) = X , x ∈ X , òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå îêàçûâàåòñÿ ñàìûì

ãðóáûì. Âñå ñîäåðæàòåëüíûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå

ïîëîæåíèå ìåæäó IX è TX .

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X ìîæåò çàäàíî

ïîñðåäñòâîì åãî ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü Aλ, λ ∈ Λ � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X
íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà (Aλ 6= ∅, λ ∈ Λ):

X =
∑

λ∈Λ

Aλ.

Äëÿ x, y ∈ X ñêàæåì, ÷òî x ∼ y, åñëè íàéäåòñÿ λ ∈ Λ òàêîå ÷òî x, y ∈ Aλ. ßñíî, ÷òî

òàêîå îòíîøåíèå â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì

ïîäìíîæåñòâà Aλ, λ ∈ Λ ÿâëÿþòñÿ åãî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. óïðàæíåíèå

6.5).

3.1.3 Ïðèìåðû îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Íàçîâåì äâà ÷èñëà m,n ∈ X ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè m− n äåëèòñÿ íà 2. Òîãäà X ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ìíî-

æåñòâà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷èñåë. Áîëåå îáùèé ïðèìåð: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî

k ≥ 2 íàçîâåì m,n ∈ X ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè m − n äåëèòñÿ íà k. Ýòî îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò X íà k êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Ki, i = 0, 1, . . . , k − 1,
ïðè÷åì â êëàññ Ki ïîïàäàþò ÷èñëà âèäà jk + i, j ∈ X , òî åñòü, öåëûå ÷èñëà, ïðè

äåëåíèè íà k äàþùèå îñòàòîê i.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à X = 2X � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ x, y ∈ X
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ñ÷èòàåì x ∼ y â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ìîùíîñòè ñîâïàäàþò: |x| =
|y|. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Ck

X , k = 0, 1, . . . , |X| ñîñòîèò èç

ìíîæåñòâ �èêñèðîâàííîé ìîùíîñòè k.

3.2 Ïîðÿäîê

Îïðåäåëåíèå 3.2 �å�ëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå àíòèñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå íà

ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì (÷àñòè÷íîãî) ïîðÿäêà, è îáîçíà÷àåòñÿ ≤.
Åñëè îòíîøåíèå ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ, êðîìå òîãî, ïîëíûì, òî ïîðÿäîê íàçûâàþò ëè-

íåéíûì.

Íàðÿäó ñ îòíîøåíèåì ≤ ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïðîèçâîäíîå îòíîøåíèå <,
ïîðîæäàåìîå ïî ïðàâèëó

x < y ⇐⇒ x ≤ y, y 6≤ x.

Ïðèìåðîì îòíîøåíèÿ (ëèíåéíîãî) ïîðÿäêà ìîæåò ñëóæèòü îáû÷íûé ïîðÿäîê

íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ìåíåå òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ñëóæèò ïîêîì-

ïîíåíòíûé ïîðÿäîê â R
n
, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óæå ÷àñòè÷íûì: äëÿ x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n

x ≤ y ⇐⇒ xi ≤ yi, i = 1, . . . , n.

Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ X = 2X �èêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà X ìîæíî

ââåñòè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ: äëÿ x, y ⊆ X

x ≤ y ⇐⇒ x ⊆ y.

Â òåîðèè ðèñêà âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü

F � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ âåùåñòâåííûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì

çäåñü íåêîòîðûå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà F .

Îïðåäåëåíèå 3.3 Ñòîõàñòè÷åñêîå äîìèíèðîâàíèå. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ G ∈ F ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò F ∈ F : F ≤1 G, åñëè

F (x) ≥ G(x), x ∈ R.

Îáîçíà÷èì FX �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X . Òîãäà ïðè a > 0
ðàñïðåäåëåíèå X + a ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò ðàñïðåäåëåíèå X :

FX ≤1 FX+a, a > 0.

Äëÿ a ∈ R îáîçíà÷èì Wa ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ âûðîæäåííûì ðàñïðåäåëåíèåì

P{Wa = a} = 1. Îòíîøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå

{FWa
, a ∈ R}

âñåõ âûðîæäåííûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ëèíåéíîìó ïî-

ðÿäêó íà R:

FWa
≤1 FWb

⇐⇒ a ≤ b.

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a < b è p ∈ [0, 1] îáîçíà÷èì B(a, b, p) ñëó÷àéíóþ âåëè-

÷èíó ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè:

P{B(a, b, p) = a} = 1− p, P{B(a, b, p) = b} = p,
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à F (a, b, p) � ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà (ñì. ðèñóíîê 1)

F (a1, b1, p1) ≤1 F (a2, b2, p2), a1 ≤ a2, b1 ≤ b2, p1 ≤ p2.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè b1 ≤ a2, òî îòíîøåíèå F (a1, b1, p1) ≤1 F (a2, b2, p2) ïðè ëþáûõ p1, p2.

✲

✻

1− p1

1− p2

1.0

a1 b1a2 b2

F (a1, b1, p1)
❅
❅❘

F (a2, b2, p2)
❅

❅■

�èñ. 1. Ñòîõàñòè÷åñêîå äîìèíèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé Áåðíóëëè

3.3 Ïðåäïî÷òåíèå

Îïðåäåëåíèå 3.4 Ïîëíîå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå � íà ìíîæåñòâå X íàçûâà-

åòñÿ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå èçîáðàæåíî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ÷åòûðåõýëåìåíòíîì

ìíîæåñòâå {x, y, z, t}.

x y z t
x ◦ · · ·
y ◦ ◦ ◦ ·
z ◦ ◦ ◦ ·
t ◦ ◦ ◦ ◦

(2)

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì è ïðåäïî÷òåíèåì, çàäàííûì íà îä-

íîì è òîì æå ìíîæåñòâå X .

Îïðåäåëåíèå 3.5 Ïóñòü íà X çàäàíû îòíîøåíèÿ (÷àñòè÷íîãî) ïîðÿäêà ≤ è ïðåä-

ïî÷òåíèÿ �. Ïðåäïî÷òåíèå � íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ïîðÿäêîì ≤, åñëè

x ≤ y =⇒ x � y.

Òàê, îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ èç (2) ñîãëàñîâàíî ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì x ≤ y ≤ z ≤ t
è ëþáûì åãî ïîäïîðÿäêîì.

Âñÿêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïîðîæäàåò, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà,

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà òîì æå ìíîæåñòâå.
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Ëåììà 3.2 Ïóñòü � � îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà X . Òîãäà îòíîøåíèå ∼, çàäà-
âàåìîå ïðàâèëîì

x ∼ y ⇐⇒ x � y, y � x, (3)

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà X , òî åñòü, ñèììåòðè÷íûì, òðàíçè-

òèâíûì è ðå�ëåêñèâíûì îòíîøåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (óïðàæíåíèå 6.3). ⋄
Â ïðèìåðå (2) èìååì y ∼ z (è, êîíå÷íî æå, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ x, y, z, t ýêâèâà-

ëåíòåí ñàìîìó ñåáå).

Åñòåñòâåííî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíîå îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ

≺ íà X :

x ≺ y ⇐⇒ x � y, y 6� x.

Â ïðèìåðå (2) èìååì x ≺ y ∼ z ≺ t.
Ïóñòü X̃ � �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî X ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (3), à K �

êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå X â X̃ . Â ïðèìåðå (2) èìååì

K(x) = {x}, K(y) = K(z) = {y, z}, K(t) = {t}.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � ïîðîæäàåò íà X̃ ëèíåéíûé

ïîðÿäîê ïî ïðàâèëó

K(x) ≤ K(y) ⇐⇒ x � y,

ïðè÷åì

K(x) < K(y) ⇐⇒ x ≺ y.

Â ïðèìåðå (2)

K(x) < K(y) = K(z) < K(t).

4 Ìîíîòîííûå �óíêöèîíàëû

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤. Ôóíêöè-
îíàë µ : X → R íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùèì, åñëè

x ≤ y =⇒ µ(x) ≤ µ(y).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåâîçðàñòàþùèé, âîçðàñòàþùèé è óáûâàþùèé �óíêöèî-

íàëû; âñå îíè íàçûâàþòñÿ òàêæå ìîíîòîííûìè (ïî ïîðÿäêó ≤).

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ � .

Ôóíêöèîíàë µ : X → R íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùèì, åñëè

x � y =⇒ µ(x) ≤ µ(y).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåâîçðàñòàþùèé, âîçðàñòàþùèé è óáûâàþùèé �óíêöèî-

íàëû; âñå îíè íàçûâàþòñÿ òàêæå ìîíîòîííûìè (ïî ïðåäïî÷òåíèþ �).
Ñâÿçü ìåæäó ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè ìîíîòîííîñòè óñòàíàâëèâàåò

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ è ñîãëà-

ñîâàííîå ñ íèì îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ �. Òîãäà âñÿêèé �óíêöèîíàë µ : X → R,

ÿâëÿþùèéñÿ ìîíîòîííûì â êàêîì-ëèáî ñìûñëå ïî ïðåäïî÷òåíèþ �, ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííûì â òîì æå ñìûñëå ïî ïîðÿäêó ≤.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (óïðàæíåíèå 6.4).
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5 Ôóíêöèîíàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ââåäåì çäåñü íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò â êðàòêîì �îðìàëüíîì âèäå

çàïèñàòü ñâîéñòâà îòíîøåíèé, ðàññìîòðåííûå â ïàðàãðà�å 2.3, à òàêæå ïðèãîäÿòñÿ â

äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâàõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ïàðàãðà�å 2.2 óæå áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå IX = {(x, x), x ∈ X} ⊆ X × X .

Íàçîâåì ìíîæåñòâî IX äèàãîíàëüþ X × X .

Äàëåå, îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ S = Q ◦R äâóõ îòíîøåíèé Q,R íà X , êàê ìíîæå-

ñòâî âñåõ òî÷åê (x, y) ∈ X ×X òàêèõ, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî z ∈ X , ïðè êîòîðîì

(x, z) ∈ Q è (z, y) ∈ R. Ïðèìåð êîìïîçèöèè îòíîøåíèé íà òðåõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå

X = {x, y, z} ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Q R S
x y z

x ◦ ◦ ·
y ◦ ◦ ·
z · · ·

x y z
x · · ·
y · ◦ ◦
z · ◦ ◦

x y z
x · ◦ ◦
y · ◦ ◦
z · · ·

Îòìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèþ ìîæíî çàïèñàòü â ëîãè÷åñêîì âèäå, êàê

((x, y) ∈ S) =
⋃

z∈X

([(x, z) ∈ Q] ∩ [(z, y) ∈ R]) , (4)

ãäå ∪ îáîçíà÷àåò ëîãè÷åñêîå èëè, à ∩ � ëîãè÷åñêîå è; ïî �îðìå (4) íàïîìèíàåò ïðî-

èçâåäåíèå ìàòðèö.

Äëÿ îòíîøåíèÿ Q íà X îïðåäåëèì îòðàæåíèå Qc
ñëåäóþùèì îáðàçîì Qc =

{(x, y) ∈ X ×X | (y, x) ∈ Q}. Ìíîæåñòâî Qc
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê îòðàæåíèå

Q îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè IX . Ïðèìåð îòðàæåíèÿ ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Q Qc

x y z
x ◦ · ·
y ◦ · ◦
z · · ◦

x y z
x ◦ ◦ ·
y · · ·
z · ◦ ◦

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâîéñòâà îòíîøåíèé èç ïàðàãðà�à

2.3 ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòíîøåíèå Q íà X ÿâëÿåòñÿ

• ðå�ëåêñèâíûì, åñëè IX ⊆ Q;

• ñèììåòðè÷íûì, åñëè Q = Qc
;

• àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè Q ∩Qc ⊆ IX ;

• òðàíçèòèâíûì, åñëè Q ◦Q ⊆ Q;

• ïîëíûì, åñëè Q ∪Qc = X × X .
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6 Óïðàæíåíèÿ

Óïðàæíåíèå 6.1 Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîëíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâ-

íûì.

Óïðàæíåíèå 6.2 Ïîñòðîèòü ïðèìåðû îòíîøåíèé:

• ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè, íî íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ñèììåòðè÷íûìè, íè òðàíçèòèâ-

íûìè, íè àíòèñèììåòðè÷íûìè;

• ÿâëÿþùèõñÿ ñèììåòðè÷íûìè, íî íå ÿâëÿþùèõñÿ íè ïîëíûìè, íè òðàíçèòèâ-

íûìè, íè àíòèñèììåòðè÷íûìè, íè ðå�ëåêñèâíûìè;

• èëëþñòðèðóþùèå îòñóòñòâèå âñåõ äðóãèõ ñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâàìè îòíî-

øåíèé, îïèñàííûõ â ïàðàãðà�å 2.3.

Óïðàæíåíèå 6.3 Äîêàçàòü ëåììó 3.2.

Óïðàæíåíèå 6.4 Äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 4.1, ïðåäâàðèòåëüíî óòî÷íèâ ñëîâà "â

òîì æå ñìûñëå"â åãî �îðìóëèðîâêå.

Óïðàæíåíèå 6.5 Ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå, ââåäåííîå â êîíöå ðàçäåëà 3.1.2, ÿâ-

ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, à ïîðîæäàþùèå åãî ìíîæåñòâà Aλ, λ ∈ Λ
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî �àêòîð-ìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 6.6 Çàïèñàòü îïðåäåëåíèå îïåðàöèè êîìïîçèöèè èç (4) â âèäå S =
f(Q,R), èñïîëüçóÿ â îïåðàòîðå f òîëüêî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, è

îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñî ñïåöè�è÷åñêîé ñòðóêòóðîé äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðè-

ìåð, îïåðàöèè ñå÷åíèÿ Qx· = {y ∈ X | (x, y) ∈ Q} è Q·y = {x ∈ X | (x, y) ∈ Q}.


