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�åðYâcã�ÝNÚeß �!à�ë¶ÿYâcáYâ���áYâ���à@ðYâcÿTÚNëtðTÞTë ðTà�ÚNÛ:,;Úeû8ÞTëtÜ¸à¥ÿTÚNðFßFÝNÞFß7-VÚNÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFßgÞ ��âcäFÝNÜ -=â
Ýcâcä (�à³ÚNÿTÞ'�!à�ëgÿTà�áTà7,;Úeû�ÚcÝ!ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚ���Ú!ã`ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â!ä¥ëoâcáTäPÚNêNã�ä]ÚNë=ôNÕ	��âQÝNà �áTÞYâ^ï�ÿYâcáYâ���áYâ���â�ÿTáTà`û8ã�ÝcâcêQï8à�ð®ã.($âQÝNÚ�Þ.ðTà³ÿTáTà`û8ðYâ3��ðYâeõTà�ð¥ûTïYß¥ÿTà�áTêNÚNðYâ^õYâ^ï8ñNðTÚ���Ú ��ðYâcä]ÚNë �ã�ÝNê;â�ã@ÿTáTà`û8ëtà�ÝNÚNë¸Õd�(ã/�ûYô)ûvâ^ï8à�à

R
ÚNÛNÚ���ðYâ^õYâQà�Ý�ëtðTÚ8(�à�ã�ÝNêNÚ�êNã�à7,bêNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðYðTÜ-,gõTÞTã�à`ï

(−∞,∞)
-\â

(Ω,A,P) > êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà@ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚTÕ ?�â3�!à�êNã�à���Ú�ëtÜ Ûcô�û8à�ë�ÞTã�ÿTÚQï8ñ ���ÚNê;âQÝNñ�ä]ÚNðTà�õTðTÚNà@ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ *`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,bÞTã.,;Ú�û8ÚNê
Ω
-Zã�ÚNã�ÝNÚeß �!à�à¥Þ �

N
*`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNê

Y
|Ω| = N

Z`ÕPùªáTÞ *�ÝNÚNëgÛNà>�-ðYâcÿTÚNëtÞTðYâcðTÞFß¥Ûcôeû8à�Ý�ÞTã�ÿTÚQï8ñ���ÚNê;âQÝNñNã�ß.ÿTÚQï8ðYâQß.â^ï$��à�ÛNáYâ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
A = 2Ω Õ
É�ËDÇ��ªÄ]Ë È�@ À�A ±^���e«

N = 3
¨`��¯ �e¯

Ω
���e���^���;�(�;¦\�e�]�£¡CB��P���Z�� ;�^���ED

Ω = {ω1, ω2, ω3}
¯`°v��Fl¢F�t�]���] P���

���EF`��§��P�����e§��t�e�;¤
2Ω ���e���^���;���;¦ 2|Ω| = 23 = 8

���e§��t�e�;¤

2Ω = {∅, {ω1}, {ω2}, {ω3}, {ω1, ω2}, {ω1, ω3}, {ω2, ω3}, Ω}.

�=���]���N�e ]�e���e P�����Z���P�
P
��¢F�� ; ]�e�g�;�;�]�Z���]���e�P���] ]�����;�]�£¢P�£�]�;���^� ���e�]��¤;�N��¤� ]�����e�;�;�P���^�£�P«e ;�=¡

¬;�]���£�
p1, p2, p3

�����]�N¡Y¨N¬;�^�
p1 + p2 + p3 = 1

¯EG¸�Z�£ ] ]��D
P(ω1) = p1,P(ω2) = p2,P(ω3) = p3

¯
�

HJILK MONQPQRTS UWVXUYS[Z�\]\�^Q_a`]U
_ ïYß.ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚ���Ú�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß

A ∈ A
Ûcôeû8à�ëHÚNÛNÚ���ðYâeõYâQÝNñ

Ac à���Ú�û8ÚNÿTÚQï8ðTà�ðTÞTà�4 Ac = Ω \A
Õ

)-õTà�êNÞPû8ðTÚ.-
P(Ac) = 1 − P(A)

Õ¸ùªà�áTà�ã�à�õTà�ðTÞTà�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
A,B ∈ A

õYâcã�ÝNÚHÛcôeû8à�ë��eâcÿTÞ �ã�Ü¸ê;âQÝNñ.-�äPâcäHÿTáTÚNÞ ��êNà`û8à�ðTÞTà�4
A ∩ B = AB

Õ-)³Û$b\à`û8ÞTðTà�ðTÞTà�ðTà�ÿTà�áTà�ã�à�äFâ�/ �!Þ',]ã�ßã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
Ûcôeû8à�ë ÚNÛNÚ���ðYâ^õYâ^ÝNñ�Ýcâcä (�à¥ã�ÞTëtêNÚQï8ÚNë

+
4Và�ã`ï8Þ

AB = ∅
-DÝNÚ

A ∪ B = A + B
Õ � õYâcã�ÝNðTÚ �ã�ÝNÞ7-têNã�à��£ûvâ

A + Ac = Ω
-=â�â^ûTû8ÞFÝNÞTêNðTÚNã�ÝNñ1êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ

P
êQï8à�õTà�Ý �eâ�ã�ÚNÛNÚNö áYâcêNà�ðTã�ÝNê;â

P(A + B) = P(A) + P(B)
Þ

P(A + Ac) = P(Ω) = 1
Õ

Ω

A

B

Ω

AB

ABc

AcB

AcBc

âCZ¸Ø(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
A,B

Û[Z32Và�áTáYâcã�äTÞ

�tÞTãcÕ\Ö�48Ø(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
A,B
Þ�ÿTÚcáTÚ8(�ûvâcà�ëtÜ¸à�ÞTëtÞ.ÝNà�áTáYâcã�äTÞ

ABc, AB,AcB,AcBc



í ��� ���������	��
�������

ù�âcáYâ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
A,B
áYâ3��ÛNÞTê;âcà�ÝgÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚ *`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-, ÞTã^,;Úeû8ÚNê

Ω
ðYâbõTà�ÝNÜ �áTà-ðTà�ÿTà�áTà�ã�à�äFâ�/ �!ÞTà�ã�ß®õYâcã�ÝNÞ

AB,ABc, AcB,AcBc -PðYâ3��Ü¸ê;âcà�ëtÜ¸à³ÝNà�áTáYâcã�äPâcëtÞ7-Tã�ë¸ÕPáTÞTãcÕ7ÖNÕ
]ªà�äPÚcÝNÚNáTÜ¸à�Þ ��ÝNà�áTáYâcã�ÚNä�ëtÚ���ô]Ý@ÚNäPâ3�eâQÝNñNã�ß�ÿFôNã�ÝNÜ¸ëtÞ -8Ú�û8ðYâcä]Ú.-Tê!ï�/³ÛNÚNëHã`ïYôPõYâcà�êNÜ¸ÿTÚQï8ðFß �/
ÝNã�ß�ã�ÚNÚcÝNðTÚ��!à�ðTÞFß

AB + AcB + ABc + AcBc = Ω,
Y Ö�Z

A = AΩ = A(B + Bc) = AB + ABc,
Y Ô�Z

B = ΩB = (A + Ac)B = AB + AcB,
Y æCZ

A ∪ B = ABc + AB + AcB = Ω \ (AcBc).
Y í[Z

�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@ À °=�;�����e§��t�e�;�ª�P��¦`§��;�Q���(�
Ω
 P���(�^���;�P�������8¨^�ª�^�e�e§�²³�e¨

n
���e§��t�e�;¤��P��¦`§��;�Q���(�

Ω
 P�

2n �^���;�P�������8¨P���t¯;±c�;�8¯��e¯ �
� Ä���ªÌ�È�@ À����
	�������
��������������������� �"!���#

A,B ∈ A
�$�"�������%	�&'!(�)	*,+-��&'���'!(���

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).

. �$�JÌ 
]ÌTÍTÄ;ÎVÏvÑNÍTÃ$� Õ � �"Y Ô�ZK-IY æCZK-IY í[Z(ãªôPõTà�ÝNÚNëLâ^ûTû8ÞFÝNÞTêNðTÚNã�ÝNÞ�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ7-vÿTÚQïYôPõYâcà�ë

P(A) = P(ABc) + P(AB),
Y ò�Z

P(B) = P(AcB) + P(AB),
Y øCZ

P(A ∪ B) = P(ABc) + P(AB) + P(AcB) = 1 − P(AcBc),
Y ý�Z

Ýcâcä�õFÝNÚ
P(A) + P(B) − P(A ∪ B) = P(AB),õFÝNÚ@Þ¥ûvâcà�Ý$ô]ÝNêNà�áR(�û8à�ðTÞTà�ï8à�ëtëtÜªÕ

�
�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@4È0/ §e�e§�²-�� ;�]�o�P���Z�J��1N¯2�o P���£�]±c¬P��¤!�e§438�£¢]�; ]�� ;�;�

n > 2
���e§��t�e�;¤��Z�`©ª ]�
 P��¤-5

�e���(6 7;¨N�^�����]���\�-�;¦98;:=<-¯2��> ¯
�

HJI H ? ^A@�U�_aUCB8R Z _ NQPQRTS UWV
D �DËDÄNÅ=Ä;ÎVÄ]ÆDÇVÄ1È�@ À Ø(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß

A,B ∈ A
ðYâ3��Ü¸ê;â�/
ÝNã�ß ��&E�$+-�$���'�%F9��F9� -Tà�ã`ï8Þ

P(AB) = P(A)P(B).

� Ä���ªÌ�È�@4ÈHGI�J���K����� �"!��%	
A

�
B

��&E�$+-�$���'�%F9�MLN!(�O��&E�$+-�$���'�%F9��F9�P	����
	�Q�!(�)	K!�+�R-ST&
����� �"!��%	

A
�

Bc L Ac �
B
L
Ac �

Bc U
. �$�JÌ 
]ÌTÍTÄ;ÎVÏvÑNÍTÃ$� Õ � �"Y ò�ZK-TÞTã�ÿTÚQï8ñ���ôcß�ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã`Ý;ñ

A,B
-TÿTÚQïYôPõYâcà�ë

P(ABc) = P(A) − P(AB) = P(A) − P(A)P(B) = P(A)(1 − P(B)) = P(A)P(Bc),

õFÝNÚ.-TÿTÚ!ÚNÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞ./ ÔPÕ×Ö�-PÞ.Ú���ðYâeõYâcà�Ý�ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNñ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
A
Þ

Bc Õ _ ïYß$û8áFô'��Þ',®ÿYâcáã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö�êNÜ¸êNÚeû�ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß�âcðYâ^ï8Ú���ÞTõTðTÚ�Þ �"Y ø�Z�-IY ý�ZK4

P(AcB) = P(B) − P(AB) = P(B) − P(A)P(B) = (1 − P(A))P(B) = P(Ac)P(B),

P(AcBc) = 1 − P(AB) − P(AcB) − P(ABc) = 1 − P(A)P(B)−

−(1 − P(A))P(B) − P(A)(1 − P(B)) = (1 − P(A))(1 − P(B)) = P(Ac)P(Bc).
_ ÚNäFâ3�eâQÝNà`ï8ñcã�Ý;êNÚ �eâcêNà�á'�!à�ðTÚTÕ

�
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�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@4Ó�� ���Z�\�(1N¯ 1��]��¦��^���]�;�����]���]��¤;�e�������]�� ;�N�e�;�¥ P�£¦����e�]���]�Z�e���e���P���;���������
	���
A, B
�@�]�� ]�c�e�]�  ]��¦����e�]���]�Z�e���^�.�P���;������������������

(A, Ac)
�

(B, Bc)
�;�]�e���e�P�� ]���e�Q� B��P���Z�� ;�e���-5

 ;�=¡@�]� ¡Q�`¢P���
Ω
¯ / �^�Z���e�]�t¨Y¬;�^���]�Z�� ; ]�!�]���e���c�e�J±@�;±c�e�¥�e�^�`¢]�N�P�e��«��]�� ;�N�e�]�- ]��¦����e�]���]�Z�e���^�®�

�N�F�������;¬]�����N�e�)�e�;±�¢P�O6 1'> ¯
�

� Ä���ªÌ�È�@4Ó����,�'!�� ��&E�$+-�$���'�%F9�A& �'��� �"!��%	
A,B ∈ A

!�+�R,� �$�ML��%!(�
A ⊆ B U � �"!�# +

�$�"���)���%	�&'!(�)	 ����R�,+�#���&'# FO& �& �$# ���(�
�C,+-��&'���'!(�
P(A) = 0

L
P(B) = 1 U

. �$�JÌ 
]ÌTÍTÄ;ÎVÏvÑNÍTÃ$� Õ��(äPï�/³õTà�ðTÞTà
A ⊆ B

êQï8à�õTà�Ý
AB = A

-vÝQâcä�õFÝNÚ.ã�ÚNÚcÝNðTÚ��!à�ðTÞTà�ðTà>�eâcêNÞ �ã�ÞTëtÚNã�ÝNÞ®ûvâcà�Ý
P(A) = P(AB) = P(A)P(B)

-TÝ^Õ àcÕ

P(A) − P(A)P(B) = P(A)(1 − P(B)) = 0,

õFÝNÚ@Þ.ÝNáTà�ÛNÚNê;â^ï8ÚNã�ñTÕ
�

� Ä���ªÌ�È�@ !%���,�'!�� ��&E�$+-�$���'�%F9�A&������ �"!��%	
A,B ∈ A

��& ��& �&���&'R�+�Q�!(�)	 U�� �"!�# + �$�"�����'&
�%	�&'!(�)	 ����R�,+�#���&'# FO& �& �$# ���(�
�C,+-��&'���'!(�

P(A) = 0
L
P(B) = 0 U

. �$�JÌ 
]ÌTÍTÄ;ÎVÏvÑNÍTÃ$� ÕZùªÚNã�ä]ÚQï8ñNäFô
P(AB) = P(∅) = 0

-Zã�ÚNÚcÝNðTÚ��!à�ðTÞTà$ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNÞ1ûvâcà�Ý
P(AB) = P(A)P(B) = 0

-Yâ<*�ÝNÚ$Ú���ðYâeõYâcà�Ý�-YõFÝNÚ�ÿTÚ�äTáYâcöTðTà�ö�ëtà�áTàªÚeû8ÞTð®Þ ��ã�ÚNëtðTÚL(@ÞFÝNà`ï8à�ö
áYâcêNà�ðc�'-TõFÝNÚ@Þ.ÝNáTà�ÛNÚNê;â^ï8ÚNã�ñTÕ

�

�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@ !(� ���Z�\� 1N¯ )(�]�¸��±c²-�����e�e±-��¦� P�`¬P������¨^¬;�^���¸�;�P���;�e�;¬]�����;���; ;�^���]���� ;�=¡��£�]±c¬P���c¡Y¨
�N��F ¢F���^���]���N�e ]�e���e�.���e§��t�e�;¤@�]���P��©ª�;�^�£�]«e ;��@���e�]��F`�!�Z�� ;«$*-� �e¨,+�-���./�������0�1�������
	��324+��5��687��
���$+������39:�\¯<;=���P���@�^��F`�;¨V���£�]±c¬P���@���P��©³�� ; ;�=¡ ���e§��t�e�;¤

A, B
�^��� F ¢F�����;�P���^�£¢;�]�;�^�

P(AB) =
min(P(A),P(B))

¯>=D�^����¦� P��¬P������¨D¬;�^�®�^���]���N�e ]�e���e«��]���]������¬]�� ;�;�b���e§��t�e�;¤1¢P�e���e��F������?+@�A�CBC����
6D�3�@����E��GF
�H��IJ� 6 K�> ¨N¬;�^�ª�; N¢]�;�;�;�;±Q���� P���]�;¬;�]�
�\���c���]�\���]«e ]�e¤$�]���P��©ª�;�^�£�]«e ]��¤$¦����e�]���]�Z�e���e�v¯
� ���Z�\� 1N¯ L
�N���]�;���^�l�ª¢]�^��¤]���e�^�� ; ]��¤!�ª�P���Z�Z�I1N¯ )N¯Q���;�P���;�e�;¬]�����;�!�Q��©ª ;�=¡��£�]±c¬P���c¡����e§��t�e�;¤

�]���P��©ª�;�^�£�]«e ]��¤��^���]���N�e ]�e���e�M����N��A�H���5��O"�@P<Q������82 �������
	��32R+��5��687��S���$+������39:�\¨T�;�;�;¬]��� ¦����e�]���-5
�Z�e���e«��=B��^�e� �£�]±c¬P���ST&�\���c���]�\���]«e F���1���e�;�;�P���^�£�]«e P���Y¨V���e���e�^���^���e�e±c�(²ª���?���C.?����U6D���@����E��
F
�H��IJ� 6 K�> ¯

�

HJIWV X _'Y NA@<Z�^ V @QZ�\�N VJS[Z�NQ_aS]\
_ ïYß®ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö

B
-FÚNÛQïvâ^ûvâ�/ �!Þ',.ÿTÚQï8Ú8(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÚNö®êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

P (B)
-TëtÚL(@ðTÚ!êNêNà�ã�ÝNÞ�ÿTÚ �ðFßFÝNÞTà�^AF Q'H'BE<�H'P B>ES�H UCJC<�HCFKJCDFÕJîtã`ï8ÚNêNðYâQß1êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß

A
ÿTáTÞ)ôNã`ï8ÚNêNÞTÞ7-ZõFÝNÚ�ðYâ �ã�ÝcôPÿTÞPïvÚ@ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

B
-	�eâ^ûvâQà�ÝNã�ß�êNÜ¸áYâ3(�à�ðTÞTà�ë

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
.

Y �CZ

�!ÚNáTë=ôeïYôbY �CZ\ëtÚL(@ðTÚ³ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêNÞFÝ;ñ�ê-êNÞPû8à
P(AB) = P(A|B)P(B)

-cä]ÚcÝNÚNáTÜ¸ö�ÿTÚ-ÞTðPûYôPä	�TÞTÞ
ï8à���äPÚ$ÚNÛNÚNÛ���âcà�ÝNã�ß�ðYâ�ã`ïYôPõYâcö

n
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö

A1, . . . , An

Õ � ëtà�ðTðTÚ.-Yã�ÿTáYâcêNà`ûTï8ÞTê;â ��ÚNáTë=ôeïvâ

P(A1 . . . An) = P(An|A1 . . . An−1)P(An−1|A1 . . . An−2) · · ·P(A2|A1)P(A1),
YW_CZ

ã�ë¸ÕTÝcâcä (�à 8 _'-�0a`!Õ×Ö: Õ
]�âcëHÿTÚcÝNáTà�ÛcôNà�Ý;ã�ß�à>�!à�b H'SCG
^�Q.@ ` HEQR<�H'P"B>ES�H UCJC<�HCFKJCDFÕ



ø ��� ���������	��
�������

� Ä���ªÌ�È�@g&����,�'!��
A ∈ A � ������
�����)������� & ����� �"!���&EL(+ ����� �"!��%	

H1, . . . , Hn ∈ A������+ ����(��&O��& �&���&'R�+�Q�!(�)	�� �%� ��� � &�# ����&'����& ���$#$& �S ��!
A �

Hi ∩ Hj = ∅, i 6= j; A ⊆ H1 + · · · + Hn.

� �"!�# +P�'��,+-��&�#'�����$+��A���FJ�$��+ ����������#���& ��'	�!���� �'!��

P(A) =
n∑

i=1

P(A |Hi)P(Hi).
Y Ö �CZ

. �$�JÌ 
]ÌTÍTÄ;ÎVÏvÑNÍTÃ$� ÿTáTà`û8ÚNã�ÝQâcêQïYßTà�Ý;ã�ß�õTÞFÝcâQÝNà`ï�/ ê�äPâeõTà�ã�ÝNêNà�ÿTÚQï8à>��ðTÚ���Ú�ôPÿTáYâ3(@ðTà�ðTÞFß�ÔPÕ
�

HJI�� M Y��
	�^��1Z�R ZT@QZ,Y�U	]U1Z�R U @QZ�`]S[N�\�R
ù-ô;ã�ÝNñ

(Ω,A,P) > êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚ.-]â B > ÛNÚNáTà`ï8à�êNã�äFâQß σ � â^ï$��à�ÛNáYâ-ÿTÚeû8ëtðTÚ �(�à�ã�ÝNê
R
Õ

D �DËDÄNÅ=Ä;ÎVÄ]ÆDÇVÄ1È�@4È�� �'�C�%+�#�����# ��& ��� �%������#
X
ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß)ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚNà�ÚcÝNÚNÛNáYâ3(�à�ðTÞTà

X : Ω → R
-YÞ ��ëtà�áTÞTëtÚNà�ÚcÝNðTÚNã�ÞFÝNà�ï8ñNðTÚ@ÿYâcáTÜ

σ � â^ï$��à�ÛNá A,B
Õ

� ã`ïYôPõYâcà�ä]ÚNðTà�õTðTÚ���Ú@ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNê;â+*`ï8à�ëtà�ðFÝQâcáTðYÜ-,�ÞTã.,;Ú�û8ÚNê
Ω
Þ�ÿTÚQï8ðTÚNö�â^ï$��à�ÛNáTÜ�ã�Ú �ÛNÜ�ÝNÞTö

A = 2Ω êNã�à³ÚcÝNÚNÛNáYâ8(�à�ðTÞFß X : Ω → R
Þ ��ëtà�áTÞTëtÜ -Tâ-ï8ÞTðTà�öTðTÚNà-ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ�êNã�à7,

ã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,¥êNà`ï8ÞTõTÞTð@Þ ��ÚNëtÚNá.��ðTÚ
R

|Ω| Õ	�Vâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞYà³ã`ïYôPõYâcöTðTÚNö¥êNà`ï8ÞTõTÞTðTÜ ,PâcáYâcäFÝNà�áTÞ ���ô;à�ÝNã�ßgÿTÚNã�áTà`û8ã�ÝNêNÚNë �ªôPðTä	�TÞTÞ ëtðTÚ8(�à�ã�ÝNê;â
PX(B) = P(X ∈ B)

-
B ∈ B

ÞPï8Þ �ªôPðTä	�TÞTÞ
ÝNÚNõTäTÞ

FX(x) = PX((−∞, x]) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x) = P(X ≤ x)
-
x ∈ R �

ÿTÚNã`ï8à`û8ðFßFß
ÚNÛNÜ¸õTðTÚ$ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß b1^C<��Ea'D�>EP^SE@EF ` S�>��.>KQ'>E<CDEU.ã`ïYôPõYâcöTðTÚNö�êNà`ï8ÞTõTÞTðTÜ X

Õ
� ã`ï8ÞgÚNÛQïvâcã`ÝNñ ��ðYâeõTà�ðTÞTö

R ⊆ R
ã`ïYôPõYâcöTðTÚNögêNà`ï8ÞTõTÞTðTÜ

X
ðTà¥ÛNÚQï8à�à¥õTà�ë¶ã�õTà�ÝNðYâ'-VÝNÚ

áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðYÞTà
X
ëtÚL(@ðTÚ!Ú:,]âcáYâcäFÝNà�áTÞ ��ÚNê;âQÝNñ �ªôPðTä	�TÞTà�ö

p(r) = P(X = r)
-
r ∈ R �

ê<*�ÝNÚNë
ã`ïYôPõYâcà

X
ÚNÛNÜ¸õTðTÚ$ðYâ3��Ü¸ê;â�/
Ý�û8ÞTã�äTáTà�ÝNðTÚNö�ã�ïYôPõYâcöTðTÚNö�êNà`ï8ÞTõTÞTðTÚNöJÕ

]�âcÛNÚNá
(X1, X2, . . . , Xn)

ã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,.êNà`ï8ÞTõTÞTð.ðYâ3��Ü¸ê;â�/
Ý �J�'�C�%+�#�����F ��&'R�!(����EF ÕYØoïYô �õYâcöTðTÜ¸ö)êNà�äFÝNÚNá ,]âcáYâcäFÝNà�áTÞ ��ô;à�Ý;ã�ß)ã�ÚNêNëtà�ã�ÝNðTÜ¸ëxáYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞYà�ëX-Zä]ÚcÝNÚNáTÚNà�ê¥ÚNÛ��!à�ë ã`ïYô �õYâcà�ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß �ªôPðTä	�TÞTà�ö�ã�ÚNêNëtà�ã�ÝNðTÚ���Ú@áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn), (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

� õYâcã�ÝNðTÚNë�ã`ïYôPõYâcà®û8ÞTã�äTáTà�ÝNðTÚ���Ú áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß7-(ä]Ú���ûvâ1ÚNÛQïvâcã�ÝNñ���ðYâeõTà�ðTÞTö
Ri

äFâ3(�û8ÚNö
ÿTà�áTà�ëtà�ðTðTÚNö

Xi, i = 1, . . . , n
ðTà@ÛNÚQï8à�àE-DõTà�ë�ã�õTà�ÝNðYâ'-DáYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞYà@ÝQâcä (�à$ëtÚL(@ðTÚ�Ú:,Pâ �áYâcäFÝNà�áTÞ ��ÚNê;âQÝNñ"�ªôPðTä	�TÞTà�ö

p(x1, . . . , xn) = P(X1 = x1, . . . , Xn = xn); x1 ∈ R1, . . . , xn ∈ Rn.
Y ÖNÖ�Z

D �DËDÄNÅ=Ä;ÎVÄ]ÆDÇVÄ1È�@4Ó �ªÚNëtÿTÚNðTà�ðFÝNÜåã`ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú�êNà�äFÝNÚNáYâ
(X1, . . . , Xn)

Y ã`ïYôPõYâcöTðTÜ¸à@êNà`ï8Þ �õTÞTðTÜ
X1, . . . , Xn

Z-ðYâ3��Ü¸ê;â�/
ÝNã�ß ��&E�$+-�$���'�%F9��F9� -Jà�ã`ï8Þ�ûTïYß�ï�/³ÛNÜ-,)êNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðTðYÜ-,�õTÞTã�à`ï
x1, . . . , xn

ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn

Õ _ áFô'��ÞTëtÞ ã`ï8ÚNê;âcëtÞ7-(û8Ú^ï�(@ðTÚ
êNÜ¸ÿTÚQï8ðFßFÝNñNã�ß�ã�ÚNÚcÝNðTÚ��!à�ðTÞTà

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) = FX1

(x1) · · ·FXn
(xn), (x1, . . . , xn) ∈ R

n,

â�ê!û8ÞTã�äTáTà�ÝNðTÚNëLã`ïYôPõYâcà > Ýcâcä (�à

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X1 = x1) · · ·P(Xn = xn); x1 ∈ R1, . . . , xn ∈ Rn.
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HJI�� � N>Y�U1Z�NAB"U�^>YJ\<Z�R Z B8N�� Z,Y�U
�=âcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTà�-tê�äPÚcÝNÚNáTÚNë¶ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�-=ôNã`ï8ÚNêNðTÚ)ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ëtÚNà ��ô;ã�ÿTà7,;ÚNëW�E-tðYâcã�Ýcô �ÿYâcà�Ý.ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

p
Õ )-ÛNÚ���ðYâeõTÞTë

X
ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNêNÚ¥ô;ã�ÿTà7,]ÚNê¥ê¥ã�à�áTÞTÞ�Þ �

n
ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ-,

ÞTã�ÿTÜ�ÝcâcðTÞTö ÝQâcä]Ú���ÚbÝNÞTÿYâ Y �)��&JF9+�� & �� � �-��� Z`Õ
X
ëtÚL(�à�Ý ÿTáTÞTðTÞTëoâQÝNñgÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸à �Tà �ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÜ¸à ��ðYâ^õTà�ðTÞFß�ÚcÝ ��û8Ú

n
-7â¥áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö1ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNê;â¥ôNã�ÿTà7,]Úcê

ðYâ3��Ü¸ê;â�/
Ý � �����)F9��+4��������F ,+-�'���&�#$&J��&'����&JF 8 _E:Zã�ÿYâcáYâcëtà�ÝNáYâcëtÞ
n, p

4

P(X = k) = B(n, p, k) = Ck
npk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

Y Ö^Ô�Z
��û8à

Ck
n

ÚNÛNÚ���ðYâeõTà�ðTÚ$õTÞTã`ï8Ú$ã�ÚNõTà�ÝQâcðTÞTö�Þ �
n
ÿTÚ

k
-TáYâcêNðTÚNà

Ck
n =

n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!
=

n(n − 1) · · · (k + 1)

(n − k)!
.

��Ú8(@ðTÚ1áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTà�ÝNñ ÚNÛNáYâQÝNðFô	/ �eâ^ûvâeõFôR4�ã�ä]ÚQï8ñNäPÚ�ÿTÚcÝNáTà�ÛcôNà�Ý;ã�ßLÿTáTÚNêNà�ã�ÝNÞÞTã�ÿTÜ�ÝcâcðTÞTö
kûTïYß�ÝNÚ���Ú.-eõFÝNÚNÛNÜbÿTÚ^ßTêNÞPï8ÚNã�ñ
áTÚNêNðTÚ

r
ô;ã�ÿTà7,;ÚNêTÕQù�âcáYâcëtà�ÝNá

p
ÚNã�Ýcâcà`ÝNã�ß!ÛNà>��Þ ��ëtà�ðTà�ðTÞTöJÕ��ªã�ðTÚ.-

õFÝNÚ³ðTà�ÚNÛ:,]Ú�û8ÞTëtÚNà�ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNêNÚ³ÞTã�ÿTÜ�ÝcâcðTÞTö
Y
ëtÚL(�à`Ý³ÿTáTÞTðTÞTëoâQÝNñ �Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÜ¸à-��ðYâeõTà�ðTÞFß

r, r +1, . . .
-Pâ�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà

Y
ðYâ3��Ü¸ê;â�/
Ý ���),+�!�����F � �����EF9��+4���,� �MF ,+-�'���&�#$&J��&'����&JF ã

ÿYâcáYâcëtà�ÝNáYâcëtÞ
r, p
Õ��(à�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ *�ÝNÚ���Ú@áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß �eâ^ûvâ�/
ÝNã�ßc��ÚNáTë=ô�ïvâcëtÞ 8 _E:

P(Y = k) = Cr−1
k−1p

r(1 − p)k−r, k = r, r + 1, . . .
Y ÖeæCZ

� õYâcã�ÝNðTÚNã�ÝNÞ7-=ÿTáTÞ
r = 1

êNÚ���ðTÞTäPâcà�Ý ��à�ÚNëtà�ÝNáTÞTõTà�ã�ä]ÚNà.áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTàV8 _E:;-DÚNÿTÞTã�Ü¸ê;â�/ �!à�à
áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðYÞTà(êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö!ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNê;â
ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTö7-QðTà�ÚNÛ:,]Ú�û8ÞTëtÜ-,ªûTïYß�ÿTÚeßTêQï8à�ðTÞFß�ÿTà�á �êNÚ���Ú�ôNã�ÿTà7,]â'4

P(Y = k) = C0
k−1p(1 − p)k−1 = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, . . .

Y Ö�í[Z
� ÛNÞTðTÚNëtÞYâ^ï8ñNðTÚNö�ëtÚ�û8à`ï8Þ�äFâ3(�û8ÚNà�ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTàgÞTëtà�à�Ýû8ê;â�ÞTã.,;Ú�ûvâ Y ôNã�ÿTà7,�Þ�ðTà�ô�ûvâ �õYâCZ�ã.êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝeßTëtÞ

p
Þ

1 − p
-Vã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êNà�ðTðTÚTÕe]ªà�ÿTÚNã�áTà`û8ã�ÝNêNà�ðTðTÜ¸ëåÚNÛcÚNÛ��!à�ðTÞTà�ë Ýcâ �äPÚNögëtÚ�û8à`ï8Þ ßTêQïYßTà�ÝNã�ß ���)�������)F9��+4������+�	 ëtÚeû8à`ï8ñ.-=ê�äPÚcÝNÚNáTÚNögäPâ3(�û8ÚNà.ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTà�ÞTëtà�à�Ý

r
áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ-,)ÞTã.,;Ú�û8ÚNê.-JêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ÿTÚeßTêQï8à�ðTÞFß�äPÚcÝNÚNáTÜ-,�ê.ÚcÝeû8à`ï8ñNðTÚNë ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTÞ�áYâcê �ðTÜ

pj, j = 1, . . . , r
Õ �(à�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ÝNÚ���Ú.-=õFÝNÚ�ê�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�ÝNÞHÞ �

n
ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ-,

ÞTã�ÿTÜ�ÝcâcðTÞTögÝcâcä]Ú���Ú�ÝNÞTÿYâ�ðYâcã�ÝcôPÿTÞFÝ�áTÚNêNðTÚ
kj

ÞTã^,;Ú�û8ÚNê�ÝNÞTÿYâ
j
-
j = 1, 2, . . . , r

-1�£û8à
kj >ðTà�ÚcÝNáTÞ	�YâQÝ;à`ï8ñNðTÜ¸à �Tà`ï8Ü¸à-õTÞTã`ïvâ'-Pô�û8ÚNêQï8à�ÝNêNÚNá;ß./ �!ÞTà-ô;ã`ï8ÚNêNÞ./

k1 + · · ·+ kr = n
-PáYâcêNðYâ"8 _'-

0a`
	�Õ _E:
n!

k1!k2! · · · kr!
pk1

1 pk2

2 · · · pkr

r .

� õYâcã�ÝNðTÚNã�ÝNÞ7-ZûTïYß ! ������)F9��+4�������"! � áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðYÞFß Y
r = 3

Z-ÿTÚQïYôPõYâcà�ë ��ðYâ^õTà�ðTÞFß1êNà�áTÚ �ßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö
P (k1, k2, k3) =

n!

k1!k2!k3!
pk1

1 pk2

2 pk3

3 .
Y Ö^ò�Z

_ â^ï8à�à�ðYâcë�ÿTÚcÝNáTà�ÛcôNà�Ý;ã�ß@ÿTáTÞTëtà�ðTà�ðTÞTà
ÝNáTÞTðTÚNëtÞYâ^ï8ñNðTÚNö¥ëtÚ�û8à`ï8Þ@ê�ã`ï8à`ûYô	/ ��à�ë õYâcã�ÝNðTÚNë
ã`ïYôPõYâcàcÕ[�

k � ë)ÞTã�ÿTÜ�ÝQâcðTÞTÞ@ã`ïYôPõYâcöTðYâQß�êNà`ï8ÞTõTÞTðYâ Yk

ëtÚL(�à�Ý�ÿTáTÞTðTÞTëoâQÝNñ���ðYâeõTà�ðTÞFß�Ö�-��'- � Ö¸ãêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝeßTëtÞ
p
-
1−p−q

-
q
-Qã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êNà�ðTðYÚTÕ;ùªáTÞ *�ÝNÚNë)ã�ôPëtëoâ

Sn = Y1+· · ·+Yn

ëtÚL(�à�Ý
ÿTáTÞTðTÞTëoâQÝNñ �Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÜ�à ��ðYâeõTà�ðTÞFß$ÚcÝ

−n
û8Ú

n
-;â-áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà
êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö@ÞTëtà�à�Ý

êNÞPû
P(Sn = y) = B3(n, y) =

∑

N3(n,y)

P (k1, k2, k3), −n ≤ y ≤ n,
Y ÖeøCZ



� ��� ���������	��
�������

��û8à�ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ�ÞTðPû8à�äPã�ÚNê$ã�ôPëtëtÞTáTÚNê;âcðTÞFß
N3(n, y)

�eâ^ûvâcà�ÝNã�ß�êNÜ¸áYâ3(�à�ðTÞTà�ë
N3(n, y) = {(k1, k2, k3) : k1 + k2 + k3 = n, k1 − k3 = y}.

]ªà�ÝNáFôeû8ðTÚ�ÿTÚNäPâ3�eâQÝNñ.-;õFÝNÚ�ê
N3(n, y)

ê3,;ÚeûYßFÝ�êNã�à¸ÝNáTÚNöTäTÞ$ÞTðPû8à�ä]ã�ÚNê.-NûTïYß�äPÚcÝNÚNáTÜ-,
0 ≤ k2 ≤

n−|y|
Þ

k2
ÞTëtà�à�Ý!Ýcô (�à�õTà�ÝNðTÚNã�Ý;ñ.-FõFÝNÚ!Þ

n− y
Õ'�HäPâ^õTà�ã�ÝNêNà³ÿTáTÞTëtà�áYâ!ê�ÝcâcÛQï\Õ8Ö³ÿTáTÞTêNà`û8à�ð

ã�ÚNã�Ýcâcê$ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê;â�ÞTðPû8à�ä]ã�ÚNê@ã�ôPëtëtÞTáTÚNê;âcðTÞFß.ûTïYß
n = 4
Þ�êNã�à7,

y = −4,−3, . . . , 3, 4
Õ _ ïYß

ÿTÚNðTÞTëoâcðTÞFß@ëtà7,]âcðTÞ ��ëoâ�êNÜ¸õTÞTã`ï8à�ðTÞFß¥ÝNáTÞTðTÚcëoÞYâeï8ñNðTÜ-,¥êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö.ÿTÚQï8à>��ðTÚ�êNÜ¸ÿTÚQï8ðTÞFÝNñ
ôPÿTáJÕvæ'-TíTÕ

2=âcÛQï8Þ	�Yâ¥Ö�4vØ(ÚNã�ÝQâcê$ëtðTÚ8(�à�ã�ÝNê$ÞTðPû8à�ä]ã�ÚNê@ã�ôPëtëtÞTáTÚNê;âcðTÞFß
N3(n, y)

êcY ÖeøCZ(ÿTáTÞ
n = 4

y N3(n, y)
� í �	Y �'- �'- í[Z��
� æ �	Y �'-×Ö�- æCZ��
� Ô �	Y Ö�- �'- æCZK- Y �'-çÔ	-çÔ�Z��
� Ö �	Y Ö�-×Ö�-çÔ�ZK- Y �'- æ'-×Ö�Z��
� �	Y Ô	- �'-çÔ�ZK- Y Ö�-çÔ	-×Ö�ZK- Y �'- í.- �CZ��
Ö �	Y Ô	-×Ö�-×Ö�ZK- Y Ö�- æ'- �CZ��
Ô �	Y æ'- �'-×Ö�ZK- Y Ô	-çÔ	- �CZ��
æ �	Y æ'-×Ö�- �CZ��
í �	Y í.- �'- �CZ��

HJI�� M Y��
	�^��1Z�R Z��]\�N���Z _ _ R
_ ïYß¥ÿTáTÚNã�ÝNÚcÝNÜ Ûcôeû8à�ë áYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âQÝNñ!ÝNÚQï8ñNä]Ú!ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�Ü ê�û8ÞTã�äTáTà�ÝNðTÚNëgêNáTà�ëtà�ðTÞ.ã
äPÚNðTà�õ �ðTÜ¸ëÞPï8Þ�ã�õTà�ÝNðTÜ¸ëêNáTà�ëtà�ðTð
	Ü�ë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNÚNëÞ�ðTà�ÛNÚQï8à�à�õTà�ë�ã�õTà�ÝNðTÜ¸ëLõTÞTã`ï8ÚNë ��ðYâeõTà�ðTÞTö

�ûTïYß¥ðYâE�!Þ', �Tà`ï8à�ö¥ÝcâcäTÞ',¥ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ÚNê!êNÿTÚQï8ðTà
û8ÚNã�ÝQâQÝNÚNõTðTÚTÕ�)-ÛNÚ���ðYâ^õTÞTë
T = {0, 1, 2, . . . , T}äPÚNðTà�õTðTÜ¸ö Y ÞPï8Þ

T = {0, 1, 2. . . .} > ã�õTà�ÝNðTÜ¸ö�Z-ðYâcÛNÚNá�ëtÚNëtà�ðFÝNÚNê.êNáTà�ëtà�ðTÞ7-Zâ R > ä]ÚNðTà�õ �ðTÚNà¸ÞPï8Þ�ã�õTà�ÝNðTÚNà
ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ�êNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðTðTÜ-,$õTÞTã�à`ïI-
R ⊆ R

-cðYâ3��Ü¸ê;âcà�ëtÚNà ���� �'! ,+����'!(���)F
��� �'!(�'	�����# ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â���Õ�)-ÛNÚNÛ��!à�ðTÞTà$ðYâ�ã`ïYôPõYâcö�ðTà�ÿTáTà�áTÜ¸êNðTÚ���Ú�êNáTà�ëtà�ðTÞbÞ1ÛNÚQï8à�à$ÛNÚ��`âQÝNÚ ���Ú1ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê;â ��ðYâ^õTà�ðTÞTöHÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â�û8ÚNÛ;âcêQïYßTà�Ý1ðTà�ëoâ^ï8Ú�ÝNà7,FðTÞTõTà�ã�äTÞ',HÝNáFô�û8ðTÚNã�Ý;à�ö7-oðTÚ)ðTà
êNðTÚNã�ÞFÝ®ðTÞTõTà���Ú®ðTÚNêNÚ���Ú.ê.ÞTðFÝNà�áTà�ã�ô'/ ��ÞTö1ðYâcã!ÿTáTà`û8ëtà�Ý�-ZÿTÚ�*�ÝNÚNë=ô ��û8à�ã�ñ.ÝQâcä]ÚNà�ÚNÛNÚNÛ��!à�ðTÞTà
áYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âQÝNñNã�ß�ðTà�Ûcôeû8à�ÝeÕ
D �DËDÄNÅ=Ä;ÎVÄ]ÆDÇVÄ1È�@ ! � �'�C�%+�#�����F ������&������EF ðYâ�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNë ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNà

(Ω,A,P)ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß)ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚNà�Þ ��ëtà�áTÞTëtÚNà!ÚcÝNÚcÛNáYâ3(�à�ðTÞTà
f : Ω × T → R

Þ ��û8à�äFâcáFÝNÚNê;â@ÿTáTÚ �Þ ��êNà`û8à�ðTÞFß
Ω × T

ê$ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ$êNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðTðYÜ-,�õTÞTã�à`ï
R
Õ

Ø(ÚNêNÚNäFôPÿTðTÚNã�ÝNñ®êNã�à], ��ðYâeõTà�ðTÞTö)ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â
f(ω, ·)

ÿTáTÞT��ÞTä]ã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÚNë
ω ∈ Ω

ðYâ3��Ü¸ê;â �à�ÝNã�ßbJCSE@E> �J�H	S[DE>EP�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â
Sω(·)
ÕYùªáTÞ ��ÞTä]ã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÚNë

t ∈ T
êNÜ¸áYâ3(�à�ðTÞTà

f(·, t)
�eâ^ûvâcà�Ý

ÚcÝNÚNÛNáYâ3(�à�ðTÞTà�Þ �
Ω
ê

R
-eÝ^Õ àcÕ�F Q�^���@CP	<$^�� B>KQRD��[D	<$^[-Qä]ÚcÝNÚNáFô	/�ÚNÛNÚ���ðYâ^õTÞTë

Xt(·)
Õ�W�Ýcâ³ã`ïYôPõYâcö �ðYâQß�êNà`ï8ÞTõTÞTðYâ¥ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�Ý®ÿTÚNêNà`û8à�ðTÞTà ��ðYâeõTà�ðTÞTö)ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â¥ê¥ëtÚNëtà�ðFÝ.êNáTà�ëtà�ðTÞ

t
Õ7ùªáTÚ��Tà�ã�ã

(�à�ê+�Tà`ï8ÚcëLÿTáTà`û8ã�ÝcâcêQïYßTà�Ý.ã�ÚNÛNÚNö�ã�ÚNêNÚcäFôPÿTðTÚNã�ÝNñ *�ÝNÞ',�ã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,�êNà`ï8ÞTõTÞTð�ûTïYß�êNã�à7,�ëtÚ �ëtà�ðFÝNÚNê@êNáTà�ëtà�ðTÞ7-YÞ�ÚNÛNÜ¸õTðTÚ$ÚNÛNÚ���ðYâeõYâcà�ÝNã�ß
(Xt, t ∈ T )

Õ
� P	J>2F2FG�J747I868;�J���4c6��>D7@3BFB1D���� 68B��8I8D�2547I3J7032547;�Jc25D�2547D^K8086��T803J��8I863G	BFIT3;U47BFD>I8686��8B �8B ��! J7I8[:D>;�J8T:08D

03J>G 4]J7[�D>B D��>D���� BF0868B 08B��8D>47I8B �>97BF4>2qK n



�������E���R
����	��
�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� _

�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@g&�� �e�������^��¬; ]���P�����;�]�e���e�P�� P�� ; ;��� �N���]�;���^� �.���]�e���e§��]�e���e�]�e�� ;�;�.�^���]�`�N�e ]�e���45
 ]��F`�ª�;�]�e���e�P�� ]���e�Q�

(Ω,A,P)
�£�]±c¬P��¤; ]��F`�ª�;�]���]�����`�-�ª�e�N¢P��N$����� �@+@��7@�����32@§e���P���¸�;�]�e���e�=¡��^���]��5

�N�e ]�e���e ;�=¡¥�;�]�e���e�P�� ]���e�]¯ A �;� B��^�e���!�N�`¬]�����e�^�-�]� ¡c��¢] ;�=¡¥�e§438���;�^����¦���¢F���(�^�l�@�^���]���c�e P�e�£�e ]�o�
�;�]�e���e�P�� ]���e�c�

(Ωt,At,Pt)
¨^���e���e�^���^���e�e±c�(²³�]���Z�e�Z�� ;�����®�e�]���Z�� ;�

t ∈ T
¯ A �]�e���e�P�� ]���^�^�CB��P���Z�� -5

�e���; ;�=¡��]� ¡c��¢P�����4�e�P�����;�^���;�;¤��=�;�]���]�����`�ª�]�Z�������e�N¢�¢P���;���;�^���Q�ª�;�]���;¦��^�£¢P�� ;�;�
Ω =

⊗

t∈T

Ωt,

�
σ
5 ���EF`��§��P�

A
���^���]�`�N�e ]�e���e P���!�Z���P�

P
���e�]���N�^� ���t�]�e�Z��²³«e� �;�]���]�£¢]±c�;���;�]�`¢P���]©³�� ;�;�!�Z���;��¯

� ���e���]���; ;�^���]����±c�(²³�;¤]�l��¬;�;�e���^�£�]«��Z��©³���� P��¤;�e�8¨; P���;�;�]�Z���8¨]�(6 )�> ¯
�

É�ËDÇ��ªÄ]Ë È�@4È A ±^���e«
Ω = {ω1, ω2, ω3}

���e���^���;���;¦��e�]�£¡ B��P���Z�� ;�^���]¨\�� P�
Ω
¦���¢F�� ]�.�P�����;�]��5

¢P�£�P�� ;�]���^���]���N�e ]�e���^��¤
P(ω1) = 1/4

¨
P(ω2) = 1/2

¨
P(ω3) = 1/4

¯ A ±^���e«]¨J¢F���P���e¨
T = 3
¨7��¯ �e¯

T = {0, 1, 2, 3}
���e���^���;�ª�;¦(¬]���e�t�]�£¡!�Z�e�Z�� ;�^���-�e�]���Z�� ;�8¯ � ���P���e¨c�e�o§e���]���

R = {0, 1, 2, 3, 4}
¯c°7��5

Fl¢F���£�]±c¬P��¤; ;�t¤��;�]���]�����o�Z��©ª ]�����;�]�`���e«�����§��P�;�]��¤�¦� P��¬]�� ;�;¤
f(ω, t)
¨��;�]�]�Z���ª�N���^���]��¤��;�;�;�^�£¢P�� 

������§��v¯�1N¯��P¢P����«]¨Y P���;�;�]�Z���8¨
f(ω1, 2) = 4

¨
f(ω2, 3) = 3

�
f(ω3, 3) = 0

¯8°=�P�����;�^���;�;���;�]���]�����`�

2=âcÛQï8Þ	�Yâ$Ô	4��Vâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�ã`ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú@ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â$ê$ÿTáTÞTëtà�áTà�ÔPÕçÔ

t� ÖÙÔúæ
ω1
ÔéæúíóÔ

ω ω2
ÔþÔÊíþæ

ω3
Ô ÖÙÔ��

���;�]���t�Q���(�^�l�
���e�]���N���J�
�e��§��v¯'1N¯	�����;�;�]�Z���8¨`�e�P�����;�^���;�;�
Sω1

�]�Z�������£�P�£¢]±c�(²³�;¤��e�N¢aD
Sω1

(0) = 2
¨

Sω1
(1) = 3

¨
Sω1

(2) = 4
¨
Sω1

(3) = 5
¯N�=���]�`�N�e ]�e���e«ª�]�`���]�;¦����;�;� B��^��¤!�e�F���£�]�^���;�;���;�]���]�����`�³¦���¢F�'5

���^�l���^���]���N�e ]�e���e«e� B��P���Z�� ;�����; ]�'F`�-�]� ¡c�`¢F�
ω1
�!�P���e P�
�
¢F�� ; ]�e���£�]±c¬P��� ��
�L]¯N�1���^���P§��P��¡��e��§��v¯

1N¨N���^�Z��¬]�� ; ;�=¡!¦� P�`¬]�� ;�;�;�J���Z�e�Z�� ;�^���ª�e�]���Z�� ;�
t
¨c�;�]�£¢P���������P�� ]�g�£�]±c¬P��¤; ;�o���^�£�]�;¬;�; ;�

Xt

¨^¡N�'5
�P���;�^���;�;¦�±c�(²³�]�!���e���^�`�N ;�]���;�]���]�����`�$�¥���e���e�^���^���e�e±c�(²³�]�!�Z�e�Z�� ;�e���e�]���Z�£ ]�8¯7°J���8¨v�@���^���P§��P�
¢;�]�

t = 0
¦����;�]�`�� ;�x¦� P�`¬]�� ;�;�

X0 �
�e�;¢] ]�;¨8¬;�^�

X0(ω1) = X0(ω2) = X0(ω3) = 2
¯ =D�^�$�Z��©ª ]�

�; ;�^���;�;�]���e�;�P���Q���e«P¨8�;���.¢P�e���^���^���; ]���;¦��^�����e ]�e�����e���^���N ;�]���;�]���]�����`���$�Z�e�Z�� ;���e�]���Z�� ;�
t = 0
¯

 �]±c¬P��¤; P�����^�£�]�;¬;�; P�
X1
¦���¢F�����^� �$���e���e ]�@*-�� ;�;�;�J�

X1(ω1) = 3, X1(ω2) = 2, X1(ω3) = 1
¯  �]±$5

¬P��¤; ;�o�t�^�£�]�;¬;�; ;�
X2, X3

�� P���P��F��;¬; ]�����;�]���t�Q���(�^�l�ª¦� P��¬]�� ;�;�;�J���;¦t�]�e�£�P�£¢] ;�N¡ª���^���P§��]�����e��§��v¯
1N¯

�

ØoïYôPõYâcöTðTÜ¸ö�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã
f
ê�ûvâcðTðTÚNëHã`ïYôPõYâcà�-vÿTÚ�ã�ô�!à�ã�Ý;êcô�-8ßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ã`ïYôPõYâcöTðTÜ¸ëêNà�äFÝNÚ �áTÚNë

(X0, X1, . . . , XT )
ÕJùªÚQï8ðTÚNà!ÚNÿTÞTã�âcðTÞTà!ÝQâcä]Ú���Ú®ã`ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú®êNà�äFÝNÚNáYâ'-JäPâcä�ëtÜ ÿTÚNëtðTÞTëX-

�eâ^ûvâcà�ÝNã�ß�ã�ÚcêNëtà�ã�ÝNðTÜ¸ëLáYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�ëà���Ú$äPÚcëoÿTÚcðTà�ðFÝTY ÖNÖ�Z

P(X0 = r0, X1 = r1, . . . , XT = rT ), r0, r1, . . . , rT ∈ R.

� � YW_CZ�êNÜ�ÝNà�äPâcà�ÝE-JõFÝNÚ.Ú�û8ðTÞTë Þ ��ã�ÿTÚNã�ÚNÛNÚNê+�eâ^ûvâcðTÞFß�ÝQâcä]Ú���Ú.áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTß�ßTêQïYßTà�ÝNã�ß �eâ �ûvâcðTÞTà�êNã�à�êNÚ���ëtÚ8(@ðTÜ-,.ôNã`ï8ÚNêNðTÜ-,�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðYÞTö

P(Xt = rt |Xt−1 = rt−1, . . . , X0 = r0); r0, r1, . . . , rt ∈ R, t = 1, 2, . . . , T
Y Ö^ý�Z

Þ�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÚ���Ú$áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß

P(X0 = r0), r0 ∈ R.
Y ÖL�CZ
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É�ËDÇ��ªÄ]Ë È�@4Ó 6 A �]��¢F���]©³�� ;�]�
�;�;�]�Z���P�O1N¯ 1'> A �;�;�^�£¢P���)±^�£�P���e ;�o���� P�`¬P���]«e ]�e���P�����;�]�£¢P�£�P�� ;�;�
� ��� �£¨ � � � �F¢;�]���;�]���]�����`�o�;¦\�;�;�]�Z���P� 1N¯ 1N¯�� B��e�N¡¸�P�����;�]�£¢P�£�P�� ]�;�c¡
±c¬P�����e�e±^���(�J ]��F`�o�^���]���N�e ]�e���^��¤
�P��¦��]�;¬; ;�=¡����e§��t�e�;¤8¨e§e���]«$*³�; ]���e�^�¸�;¦=�N���^���;�=¡-�P���e ;���N¯��$���;�;�;�^�£¢P���.¦�¢P���£«¸�^���]«e�N��¦� P�`¬]�� ;�;�
 ]�� ;±��P���e�=¡��^���]�`�N�e ]�e���^��¤v¯����`¬P���]«e ]�e�\�P�����;�]�£¢P�£�P�� ]�]�V���;�]���t�Q�����^� �³���e���e ]�@*-�� ;�]���

P(X0 = 2) =
1
¯ A �;�

t = 1
±Q�£�P���e ;�o�¸�^���]���N�e ]�e���e�$�;¦ � ��� �=�����e�P��¢F���(���¸§e��¦�±^�£�P���e ;�o�J�-D

P(X1 = 3|X0 = 2) = P(X1 = 3) = 1/4,

P(X1 = 2|X0 = 2) = P(X1 = 2) = 1/2,

P(X1 = 1|X0 = 2) = P(X1 = 1) = 1/4.

A �;�
t = 2
�]�Z�����-�Z�����^�³¬P�����e�;¬; P����¦����e�]���]�Z�e���^«ª���e���^���N ;�;���;�]���]�����`�³���-���e���^���N ;�;���³�;�]�£¢]�=¢]±$5

²³�;¤$�Z�e�Z�� ;���e�]���Z�� ;�-D

P(X2 = 4|X0 = 2, X1 = 3) = P(X2 = 4|X1 = 3) = 1/4,

P(X2 = 4|X0 = 2, X1 = 2) = P(X2 = 4|X1 = 2) = 1/2,

P(X2 = 2|X0 = 2, X1 = 1) = P(X2 = 2) = 1/4.

A �;�
t = 3 �
�P���J�N�e«

�
�;�]���]�����`�ª�;�]�e���e�;�P�����^�l��±c©³�� P�³¢]�Q��*ª� F��- P��¦���¢aD

P(X3 = 2|X0 = 2, X1 = 3, X2 = 4) = P(X3 = 2|X1 = 3, X2 = 4) = 1/4,

P(X3 = 3|X0 = 2, X1 = 2, X2 = 4) = P(X3 = 3|X1 = 2, X2 = 4) = 1/2,

P(X3 = 0|X0 = 2, X1 = 1, X2 = 2) = P(X3 = 0|X2 = 2) = 1/4.

�H¢F�� ; ]�e� �;�;�]�Z���]�ª�e�N¢] ]�;¨Y¬;�^�!¢;�]�¥�^���]�`�N�e ]�e���e ]�'F`�$���;�]�`�� ;�;�®���e���^�`�N ;�;�.�;�]���]�����`�����Z�e�Z�� ;�
�e�]���Z�� ;�

t = 3
 ]�£¢P�e���e���^��¬; ]���; ������P�\���;�;�$��� F`�����e���^�`�N ;�;�$���Z�e�Z�� ;���e�]���Z�� ;�

t = 2
¯;� ��¢] P�e�

�;¦¸�£�]±c¬P�����³���]�;�N ;�]�����;��¦��t�Q�����-�!���e���^���N ;�]�e¨c�³�N���^���]�e���;�]���]�����( P��¡c��¢]�N�P�l���-�Z�e�Z�� ;�-�e�]���Z�� ;�
t = 1
¯
�
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P(Xt = rt |Xt−1 = rt−1, . . . , X0 = r0) = P(Xt = rt |Xt−1 = rt−1),

r0, r1, . . . , rt ∈ R, t = 1, 2, . . . , T,

Y Ö$_�Z

ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß F9+ �R,� ���'R��%F Õ
É�ËDÇ��ªÄ]Ë È�@ ! 6 A �]��¢F���]©³�� ;�]���;�;�]�Z���]���O1N¯ 1N¨-1N¯ )'>  �P� F��;�
�;¦`�Z�£ ]�;�³�]� ¡Q�`¢] ]�e��¦���¢F�� ;�]�(�;�]���]�����`�
�;¦��;�;�]�Z���P� 1N¯ 1N¨^¦���¢F��¢]�]�®�;�]���]����������§��]�;�]��¤ )N¯ =D�^���
�;�]���]�����o±c©-�t�N���]�;���^�l���\���;�c���^���;�]�o¨Q��¬]���

2=âcÛQï8Þ	�Yâ�æ'4��Vâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�ã`ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú@ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â$ê$ÿTáTÞTëtà�áTà�ÔPÕ í

t� ÖÙÔúæ
ω1
ÔéæúíóÔ

ω ω2
Ôéæúíþæ

ω3
Ô ÖÙÔ��

 ]���e�;±�¢] ]�
±N§e�£¢]�;�e«^�l�Y¨c���;�]�`���-� F`�
�
�^���]�J�; P��¡�±Q�£�P���e ;�=¡��^���]���N�e ]�e���^��¤!�]�
� ¡Q���Z� � ��� �£¯ A �]���^���;�;±
¬;�;�e���^�£�]��;�]�£¢;�F� F������^� ���;�]���^�����e�@�`���Z�e���^���N�^�£�]«e ]�;¨P���t¯;±c�;�8¯
	N¯
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D �DËDÄNÅ=Ä;ÎVÄ]ÆDÇVÄ1È�@ � ØoïYôPõYâcöTðTÜ¸öxÿTáTÚ��Tà�ã�ã
(Xt, t ∈ T )

ðYâ3��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß ������&������)F � ��&E�$+3&
�$���'�%F9��F9�0�����,+��(&'���%	%F9� -�à�ã`ï8Þ ûTïYßxÿTáTÚcÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ-,xëtÚNëtà�ðFÝNÚNêêNáTà�ëtà�ðTÞ

s < t < uã`ïYôPõYâcöTðTÜ¸à�êNà`ï8ÞTõTÞTðTÜ
Xt − Xs

Þ
Xu − Xt

ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜªÕ
É�ËDÇ��ªÄ]Ë È�@g& A ±^���e«!�£�]±c¬P��¤; ;�o�
�^�£�]�;¬;�; ;�

Yt, t = 1, . . . , T
 ]��¦����e�]���]�J��¨Y�

X0
T �;�]���;¦��^���]«45

 P�����£�]±c¬P��¤; P�����^�£�]�;¬;�; P�N¯ �Y��¢F��¢]�]�1�£�]±c¬P��¤; ;�t¤��;�]���]�����
(Xt, t ∈ T )

�e�o�P��©³�� ;�;�;�J�
Xt = X0 + Y1 + · · · + Yt, t = 1, . . . , T.

A ���]±c¬]�� ; ;�t¤��;�]���]�����¸�]�Z�����ª ]��¦����e�]���]�J���¸�;�;�;�P��²-�� ;�;�Y¨N¢P���N��¦����^�£�]«^���e�^���;�]�£¢P�e���������]�;���^�l��¬;�-5
�e���^�£�]�-¨]���t¯;±c�;�8¯�KN¯

�

HJI�� � \�Z � _aS�^A@>Y Z Z]U�Z _'Y��
	�^�� Z�N��aN �]\�N���Z _ _ ^ @ B8^�\]`JNA@Q_a`JNAB @�U � Z
ùªÚNäFâ3(�à�ëX-täPâcäHÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸öÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ê)û8ÞTã�äTáTà�ÝNðTÚNë�êNáTà�ëtà�ðTÞëtÚL(@ðTÚ)ÿTáTà`û8ã�ÝcâcêNÞFÝNñbê
êNÞPû8à¥ëoâcáTä]ÚNêNã�ä]Ú���Ú�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â �eâ�ã�õTà�Ý)ÿTáTà�ÚNÛNáYâ3��ÚNêNâcðTÞFßbÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;ê;â�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTöJÕ=ù-ô;ã�ÝNñ
ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸ö$ÿTáTÚ��Tà�ã�ãc�eâ^ûvâcð�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚNëbã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö

R
-NÿTà�áTà7,;Ú�û8ðTÜ¸ëtÞ@êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�Ý^ß �ëtÞ Y Ö^ý�Z(Þ�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ë�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�ë Y ÖL�CZ`Õ

_ ïYß
t ∈ T
ÚNÛNÚ���ðYâeõTÞTë

Yt = (X0, X1, . . . , Xt)
ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ö�ÚcÝNáTà>��ÚNä�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�âFÕ�)-ÛNÚ���ðYâ �õTÞTë

R(0) = R
-
R(1) = R×R

-
R(2) = R×R×R

Þ7-eêNÚNÚNÛ��!à�-
R(t−1) = R×· · ·×R > û8à�äPâcáFÝNÚNêcôã�ÝNà�ÿTà�ðYñ

t
ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;ê;â³ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö

R
Õ���ðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ

R(1) ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝªÞ �(ÿYâcá *`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNê R - R(2)

> Þ �¥ÝNáTÚNà�ä *`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNê R
-Vâ�ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ

R(t) > Þ �¥ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;à�ö *`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNê RûTï8ÞTðTÜ
t + 1
Õ\ùªáTÞ

s > t
ã�äFâ3(�à�ëX-ZõFÝNÚ

r(s) = (r
(s)
0 , . . . , r(s)

s ) ∈ R(s) ßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ÿTáTÚ�û8ÚQï�(�à �ðTÞTà�ë ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñcðTÚNã�Ý;Þ
r(t) = (r

(t)
0 , . . . , r

(t)
t ) ∈ R(t) -8à�ã`ï8Þ�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ö�ÚcÝNáTà>��ÚNä�ÿTà�áTêNÚNöÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;Þ®ûTï8ÞTðTÜ

t + 1
ã�ÚNêNÿYâeûvâcà�Ý@ã�Ú$êcÝNÚNáTÚNö�ÿTÚNã�ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;ñ�/�4

r
(s)
i = r

(t)
i , i = 0, . . . , t.

_ â^ï8à�à�-YÚNÛNÚ���ðYâ^õTÞTë
R̃
ÚNÛ$b\à`û8ÞTðTà�ðTÞTà�êNã�à7,�êNêNà`û8à�ðTðTÜ-,.û8à�äPâcáFÝNÚNêNÜ-,�ã�ÝNà�ÿTà�ðTà�ö74

R̃ =
⋃

t∈T

R(t).

��ðTÚ8(�à�ã�ÝNêNÚ
R̃
Ûcôeû8à�Ý�ã`ïYô(@ÞFÝNñ�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚNëbã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTö@ðTÚNêNÚ���Ú Y ëoâcáTä]ÚNêNã�äPÚ���Ú[ZVÿTáTÚ��Tà�ã �ã�âFÕ

Ø�âcëHÿTáTÚ��Tà�ã�ã
Yt, t = 0, 1, . . . , T

�eâ^ûvâ^û8ÞTë�ðYâ^õYâ^ï8ñNðTÜ¸ë�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�ëLêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö

P(Y0 = r0) = P(X0 = r0), r0 ∈ R(0) = R

Þ�ÿTà�áTà7,;Úeû8ðTÜ¸ëtÞ�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝeßTëtÞ

P(Yt = r(t) ∈ R̃ |Yt−1 = r(t−1) ∈ R̃).
Y Ô��CZ

� *�ÝNÚNöT��ÚcáTëtô�ï8à�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ûTïYß�ÿYâcá
r(t−1), rt -8ê@ä]ÚcÝNÚNáTÜ-, rt ∈ R(t) ßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ÿTáTÚ�û8ÚQï �(�à�ðTÞTà�ë

r(t−1) ∈ R(t−1) -QêNÜ¸ÛNÞTáYâ�/
ÝNã�ß�ðTà�ÿTÚNã�áTà`û8ã�Ý;êNà�ðTðTÚªÞ � Y Ö^ý�ZK-Qâ
ÚNã�Ýcâ^ï8ñNðTÜ¸à�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞÿTÚQïvâ���â�/
ÝNã�ß�áYâQêNðTÜ¸ëtÞ �FÕ
�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�È�@ ��� �£�]�g��±�¢]�;�e«��]�����;�]�£¢P�£�P�� ;�;�;�t¨t�^���\���;�N���^���;�;¤g�;�]���]�����.�;�]�£¢P���������]�;���^�l�
��±c²-�����e�^�� ; ]�³§e���P�����;�]�e���e�o�t¨c¬]���®�;�]���]�����(�e§�²-� F`�
�e�N¢F�N¯ �¸�
�;¦�±c¬]�� ;�]�t¢F��©-���;�]�e���^��¤C*-� F`�
�;�;�-5
�Z���P� � ���t¯Q±c�]�8¯ � �\�;�� ]�
�]���;��¦��t�Q������¨N¬;�^�
�P�������Z���e�]�� ; ]�t¤��]���]�£¡Q�`¢!�;�;�;�^�`¢]�;�-���^����«^�\�WF��]�e�Z��¦�¢�5
�N�e�J±¥�]�e���e�]�e�� ;�;�-¯	�¸�£�]«e�x¢F�� ; ]��F`�$�;±c ;�;�����N���]�;���^� �® ]�ª�]���N�e�Z�� N¢F���;�;���;�]���e§��P��¦`���Q�� ]�;���^���£¡
�;�]���]�����������@�\���;�N���^���c�e�J±@�e�N¢]±^¨T�N¨F���c���]���e¨F�;�]�£¢P�e���^���]��©-�� ;�]�ª�e§��P���e ]��F`���^���]�;��DF���e�]���7�P�� ;�]�-�
�;�]�e���^���^���; ]��Fl¢F�ª�Z�`©-�����;�;�;�^�`¢]�;�e«����e§��P���e ]�e�J± B � �����;�e±^¯

�



Ö^Ô ��� ���������	��
�������

� � ¿���º�¼��®¿=<���¼�¹	��
½¿��$¼�®µ½· *�� � �$¼ 3-¹	��µ�º®¿=<��

�=âcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë�ã`ï8à`ûYô	/ ��ô'/ ÿTáTÚNã�Ýcô	/ ã�ÞFÝcô]â��TÞ./ 8 �E: ÕI��âcðTä)Þ ��ôPõYâcà�Ý�êNÚNÿTáTÚNã�Ú®êNÜ(ûvâeõTà$äTáTà �û8ÞFÝcâ �eâcà�ë1�!ÞTäFôNÕ �¶ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸öbëtÚNëtà�ðFÝ�êNáTà�ëtà�ðTÞ#�eâQà�ë1�!ÞTä ðYâ8,;Úeû8ÞFÝNã�ß ê ��ðTÚcáTë�âeï8ñNðTÚNëW�
ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ Y���ð��AZK-câ
ê³ÝNà�õTà�ðTÞTàX��ÞTäPã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÚ���ÚªÿTà�áTÞTÚ�ûvâ-êNáTà�ëtà�ðTÞ Y ëtà�ã�ß	�YâCZ\ëtÚ8(�à�Ý-ÿTà�áTà�ö �ÝNÞ)ê¥ðTà�ÿPïvâQÝNà>(�à�ã�ÿTÚNã�ÚNÛNðTÚNà�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà Y���û[� > û8à��ÚQïYÝ[Z³ã�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/ p

-vÞPï8Þ�ÚNã�ÝQâQÝNñNã�ß
ê$ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ�ã�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

1 − p
Õ8ùªáTÞ�ÿTÚNÿYâ^ûvâcðTÞTÞ�ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà�û8à��ÚQïYÝQâ

�eâcà�ë1�!ÞTä@Úcã�Ýcâcà�ÝNã�ß@êªðTà�ë�ðYâcêNã�à��£ûvâ'-;Þ�äTáTà`û8ÞFÝ�Û;âcðTäFô!ðTà�êNÚ���êNáYâ8��âcà�ÝNã�ßJÕ � ã`ï8Þ (�à-�eâcà�ë1�!ÞTä
ê!ðYâeõYâ^ï8à³ÚNõTà�áTà`û8ðTÚ���Ú!ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ�ðYâ8,]Ú�û8ÞFÝNã�ß.ê�ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ7-PÝNÚ!êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ.à���Ú
ÿTà�áTà7,]Ú�ûvâ@ê$ÝNà�õTà�ðTÞTà<*�ÝNÚ���Ú¥ÿTà�áTÞTÚeûvâ$ê@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß ��û[��Þ ��ð���ã�Ú:,FáYâcðFß./
Ý@ÝNà (�à ��ðYâeõTà�ðTÞFß74
p
Þ

1 − p
Õ � ðFÝNà�áTà�ã�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQïYßTà�Ý@ÝNÚQï8ñNäPÚ$ã`ïYôPõYâcö

0 < p < 1
Õ

2�áTà�ÛcôNà�ÝNã�ß.ÿTÚNã�ÝNáTÚNÞFÝNñ�ëoâQÝNà�ëoâQÝNÞTõTà�ã�äFô'/�ëtÚ�û8à`ï8ñ!ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â'-FÿTÚ���êNÚQïYß./ ��ô	/ û8à`ïvâQÝNñ!ä]Ú �ï8ÞTõTà�ã�ÝNêNà�ðYðTÜ¸ö�âcðYâ^ï8Þ ��-Fê�õYâcã�ÝNðTÚNã�ÝNÞ -YêNÜ¸õTÞTã`ïYßFÝNñ$êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ÿTà�áTà7,;Ú�ûvâ�ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà-û8à ���ÚQïYÝcâ�ðYâ�ÿTáTÚcÝeß (�à�ðTÞTÞ�ÿTáTÚ�û8ÚQï�(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÜ-,�ÞTðFÝNà�áTê;â^ï8ÚNê$êNáTà�ëtà�ðTÞ7-Yã�ÚNã�ÝNÚeß �!Þ',�Þ �
n
ÿTà�áTÞ �Úeû8ÚNêcY ðYâcÿTáTÞTëtà�á7-Yê�ÝNà�õTà�ðTÞYà ��Úeûvâ'-

n = 12
ëtà�ã�ß	�Tà�ê[Z`Õ

VCILK � N�� Z,YJ\ NQP�� Z �aN @�U � ^
ù-ô;ã�ÝNñ

(Ω,A,P) > êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ¥ëtÚeû8à`ï8ÞJÕR]�â�ÿTà�áTêNÚNë *�ÝQâcÿTà�à���Ú�û8à�ÝQâ^ï8ñ �ðTÚNà$ã�ÝNáTÚNà�ðTÞTà¥ðTà�ê;â3(@ðTÚ.-ZäPÚNðTäTáTà�ÝNÞ �eâ��TÞTà�ö ëtÜ �eâQöTëoà�ëoã�ß�ê�ÿJÕDæFÕçÔPÕ _ ïYß ��ÞTä]ã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÚ���Ú
k = 1, 2, . . . , n

áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Ak

-cã�Ú�û8à�á(�âQÝNà`ï8ñNðTÚ�Ú���ðYâeõYâ�/ �!à�à�-;õFÝNÚ�ê-äPÚNð	�Tà�ÿTà�áTÞ �Úeûvâ
k
Y ÞPï8Þ7-^õFÝNÚ³ÝNÚ (�à�ã�âcëtÚNà�-Qê³ðYâeõYâ^ï8à�ÿTà�áTÞTÚeûvâ

k+1
Z �eâcà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,;Ú�û8ÞPï8ã�ß!ê³ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë

ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ Y���ð��AZ`Õ �ªáTÚNëtà@ÝNÚ���Ú.-VêNêNà`û8à�ë ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
A0
4J��ê�ðYâeõYâ^ï8à¥ÿTà�áTêNÚ���Ú�ÿTà�áTÞTÚeûvâ �eâcà�ë ��!ÞTä�ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ß�ê$ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNëHã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ��QÕ � ��ÿTáTà`û8ÿTÚQï8ÚL(�à�ðTÞTö�ßTã�ðTÚ.-8õFÝNÚ

A0
ßTêQïYßTà�ÝNã�ß

û8ÚNã�ÝNÚNêNà�áTðTÜ¸ë ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�ëX-DÝeÕ àcÕ -
A0 = Ω

Õ��ªáTÚNëtà�ÝNÚ���Ú.-DÿTÚNã�ä]ÚQï8ñNäFô1Þ �@ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß1û8à��Ú^ïYÝcâ
êNÚ���êNáYâQÝcâ$ðTà�Ý�-vÿTÚNðFßFÝNðTÚ.-võFÝNÚ¥ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Ak

êQï8à�õTà�Ý
Ak−1

Y ðYâ$áFôNã�ã�ä]ÚNëLß ��Ü¸ä]à<*`ÝNÚ.Ú���ðYâeõYâcà�Ý�-
õFÝNÚ�à�ã`ï8Þ@ê�ä]ÚNð	�Tà�ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ

k
�eâcà�ë1�!ÞTä$ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ß$ê�ðTÚNáTëoâ^ï8ñcðTÚNë�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ7-;ÝNÚ�Þ�ê�ðYâeõYâ �ï8à *�ÝNÚ���Ú¥ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ$à���Ú@ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTà�ÛNÜ(ï8Ú.-YäPÚNðTà�õTðTÚ.-8ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÜ¸ë Z`ÕR]�â�ß ��Ü¸ä]à�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö *�ÝNÚ

Ú���ðYâ^õYâcà�Ý -8õFÝNÚ
Ak ⊆ Ak−1

-
k = 1, 2, . . . , n

Õ�2VÚ�à�ã�ÝNñ.-8ã�ÿTáYâcêNà`ûTï8ÞTê;â �Tà�ÿTÚNõTäFâ�êNäPï�/³õTà�ðTÞTö
A0 ⊇ A1 ⊇ · · · ⊇ An

Y ÔPÖ Z
Þ7-Yê�õYâcã�ÝNðTÚNã�Ý;Þ7-

Ak =
k⋂

i=1

Ai = A1 · · ·Ak , k = 1, . . . , n.
Y ÔNÔ�Z

]�âgáTÞTãcÕ
ÔPÕ â êQï8Ú8(�à�ðTðTÜ¸à)ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß ��ðTà � û8à��ÚQïYÝ-��ûTïYß êNã�à7, ÿTà�áTÞTÚ�û8ÚNêHêNáTà�ëtà�ðTÞ ôNã`ï8ÚNêNðTÚÞ ��ÚNÛNáYâ3(�à�ðTÜ ê$êNÞPû8à�êQï8ÚL(�à�ðTðTÜ-,®äTáFô'��ÚNêTÕ
_ â^ï8à�à�-�ÚNÛNÚ���ðYâeõTÞTë

Bk

ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà)ðYâcã�ÝcôPÿPï8à�ðTÞFß û8à��ÚQïYÝQâ ê ÝNà�õTà�ðTÞTà)ÿTà�áTÞTÚeûvâ
k
-

k =
1, . . . , n

ÕW��â3(�û8ÚNà�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Bk

ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ.Þ ��ÝNà7, *`ï8à�ëtà�ðFÝQâcáTðTÜU,�ÞTã^,;Úeû8ÚNê
ω ∈ Ω

-8ÿTáTÞ�äPÚcÝNÚ �áTÜ-, �eâcà�ë1�!ÞTä®ê�ðYâ^õYâ^ï8à-ÿTà�áTÞTÚeûvâ
k
ðYâ8,;Ú�û8ÞPï8ã�ß®ê�ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNëgã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ Y

ω ∈ Ak−1
ZK-Tâ!ê

äPÚNð	�Tà�ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ
k
ðTà�ÛNÜ(ï�ê$ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ Y

ω 6∈ Ak

Z`Õ �ªã�ðTÚ.-YõFÝNÚ
Bk

áYâcêNðTÚ
Ak−1�eâ¥êNÜ¸õTà�ÝNÚNë

Ak

-vÝ^Õ àcÕ
Bk = Ak−1 \ Ak

Õ�]�â¥áTÞTãcÕZÔPÕ Û �eâQÝNà�ðTà�ðTðTÚNö1ÚNÛQïvâcã�ÝNñ�/�ê.êcÞPû8à�ä]ÚQï8ñ��Yâ
Þ ��ÚNÛNáYâ3(�à�ðTÚ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

B2 = A1 \ A2
Õ

� ��ï8à�ëtëtÜ ÔPÕ æ�êNÜ�ÝNà�äFâcà�Ý�-¸ã�ÚNÛNÜ(ÝNÞFß
Ak−1, Ak

�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ ÿTáTÞ
k = 2, 3, . . . , n

Õ�ùªáTà`û �ÿTÚQï8Ú8(�à�ðTÞTà ��à�ã`ï8Þ �eâcà�ë1�!ÞTä ê�ðYâeõYâ^ï8à@ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ
k
ðYâ8,;Ú�û8ÞPï8ã�ßbê�ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ7-

ÝNÚ¥êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ.ä�ä]ÚNð	�Fô�ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ@ÚNã�ÝQâQÝNñNã�ß�ê@ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNëã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ�áYâcêNðYâ
1 − p

��ûvâcà�Ý
��ðYâ^õTà�ðTÞFß®ôNã`ï8ÚNêNðTÜ-,�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö

P(Ak |Ak−1) = 1 − p, k = 1, . . . , n.
Y ÔcæCZ



�������E���R
����	��
�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� Öeæ

Ω = A0

A1

A2

· · ·An

Ω = A0

B2

A1

A2

· · ·An

âCZ3]ªà � û8à��ÚQïYÝNÜ A1, . . . , An

_ à��ÚQïYÝ
B2 = A1 \ A2

�tÞTãcÕ7Ô	48Ø(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß�ëtÚ�û8à`ï8Þ

ùªáTÞ
k = 1

ÞTëtà�à�ë
P(A1 |A0) = P(A1 |Ω) = P(A1) = 1 − p

-tÝ^Õ àcÕ -�ê1ÿTà�áTêNÚNëåÿTà�áTÞTÚ�û8à
ô;ã`ï8ÚNêNðYâQß®êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ@ã�ÚNêNÿYâ^ûvâcà�Ý$ã�ÛNà>��ôNã`ï8ÚNêNðTÚNöJÕ

2Và�ÿTà�áTñ$ëtÚ8(@ðTÚ�êNÜ¸õTÞTã`ï8ÞFÝNñ.êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö
Ak

-
k = 1, . . . , n

Õ � �^YW_CZ�ã�ÞTã�ÿTÚQï8ñ ���ÚNê;âcðTÞTà�ë Y ÔNÔ�ZK-IY ÔcæCZ(ÿTÚQïYôPõYâcà�ë
P(Ak) = P(A1 · · ·Ak) =

= P(Ak |Ak−1 · · ·A1)P(Ak−1 |Ak−2 · · ·A1) · · ·P(A2 |A1)P(A1) =

= P(Ak |Ak−1)P(Ak−1 |Ak−2) · · ·P(A2 |A1)P(A1) = (1 − p)k.
Y ÔQí[Z

_ â^ï8à�à�-VÞ �®êNäPï�/³õTà�ðTÞFß
Ak ⊆ Ak−1

Þ áYâcêNà�ðTã�ÝNê;â
Bk = Ak−1 \ Ak

ÿTÚQïYôPõYâcà�ë
Ak−1 =

Ak + Bk

-YÚcÝNäFô�ûvâ
P(Ak−1) = P(Ak) + P(Bk)

Þ7-Tã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚ.-
P(Bk) = P(Ak−1) − P(Ak) = (1 − p)k−1 − (1 − p)k = p(1 − p)k−1.

Y ÔNò�Z
� ã�ÝNà�ã�ÝNêNà�ðYðTÚ.-PÝcâcä]ÚNö+(�à
áTà>��ô�ï8ñ^ÝQâQÝ�ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß.ÿTáTÞ.êNÜ�õTÞTã`ï8à�ðTÞTÞ

P(Bk)
ÿTÚ!ÚNÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞ./

ô;ã`ï8ÚNêNðTÚNöêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞLã�ÞTã�ÿTÚQï8ñ���ÚNê;âcðTÞTà�ë êNäPï�/³õTà�ðTÞFß
Bk ⊆ Ak−1

Þ�ÝNÚ���Ú ��âcäFÝQâ'-�õFÝNÚ
êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ1ðYâcã�ÝcôPÿPï8à�ðYÞFßgû8à�ªÚQïYÝcâ)ê�ÝNà�õTà�ðTÞYà�ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ

k
Y ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Bk

Z�ÿTáTÞgôNã`ï8ÚNêNÞTÞ7-
õFÝNÚ
ê�ðYâeõYâ^ï8àoÿTà�áTÞTÚ�ûvâ�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà�ÛNÜ(ï8Ú�ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÜ¸ë Y ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Ak−1
ZK-�ÿTÚ�ÿTáTà`û8ÿTÚQï8Ú8(�à�ðTÞ./

áYâcêNðYâ
P(Bk |Ak−1) = p

4

P(Bk) = P(Ak−1Bk) = P(Bk |Ak−1)P(Ak−1) = p(1 − p)k−1.
�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�Ó�@ À �=���]�`�N�e ]�e���e�$� �����]�J±��P� � 1 	 �=�����e�P��¢F���(�����^���]���N�e ]�e�����;�J� F`���e�Z���e�;�;¬]�����N��5
F`�¸�P�����;�]�£¢P�£�P�� ;�;��� ��L �£¨��N���^���]�e�t�^��¦� ;�;�;��������� ¡Q���Z�= ]��¦����e�]���]�J�t¡ª�]���;�t�e�� ;�;¤8¯ A �;�;¬;�; ;�1�����N��F`�
�����e�P��¢P�� ;�;�.�]��¦�±��]«��e���^�����!� ¡Q���\��¡@¦����e�]���]�J�=¡¥�@ P�£¦����e�]���]�J�t¡¥�]���;�t���� ;�;¤®�;�]���(�^� �@� ���8���$+����
���39:����	�� N$���$�3�@QJ��������;¦�±c¬P�����Z��F`���;�]���]�����`�-���]��¢]�]�e§� ]���P�������\���e�;�;�Q���(�^�l��� 8 	N¯

�
)-ÛNÚ���ðYâeõTÞTë

B(k)
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�-TÚ���ðYâ^õYâ�/ �!à�àªðYâQã�ÝcôPÿPï8à�ðTÞTà-û8à��ÚQïYÝQâ!ê!Úeû8ðTÚNë Þ �ªÿTà�áTêNÜ-,

kÿTà�áTÞTÚeû8ÚNê.-
k = 1, . . . , n

Õ �ªã�ðTÚ.-]õFÝNÚ
B(k) = B1 + · · ·+Bk

Y ðYâcã�ÝcôPÿPï8à�ðYÞTà
û8à��ÚQïYÝcâ�ê�Ú�û8ðTÚNë
Þ �-ÿTà�áTêNÜ-,

k
ÿTà�áTÞTÚeû8ÚNê�Ú���ðYâ^õYâcà�Ý!ðYâcã�ÝcôPÿPï8à�ðTÞTà³û8à��ÚQïYÝQâ�ï8ÞTÛNÚ�ê!ÿTà�áTêNÚNëX-;ï8ÞTÛNÚ!êcÚ�êcÝNÚNáTÚNëX-

Õ×Õ×ÕFï8ÞTÛNÚ$ê
k � ëHÿTà�áTÞTÚ�û8à ZK-8ÿTÚ�*�ÝNÚNë=ô

P(B(k)) =
k∑

i=1

P(Bi) = p
k∑

i=1

(1 − p)i−1 = p
1 − (1 − p)k

1 − (1 − p)
= 1 − (1 − p)k, k = 1, . . . , n.

Øåû8áFô'��ÚNö�ã�ÝNÚNáTÚNðTÜ -
B(k) + Ak = Ω

Y ï8ÞTÛNÚ)ê)Ú�û8ðTÚNë¶Þ ��ÿTà�áTêNÜ-,
k
ÿTà�áTÞTÚeû8ÚNê1ðYâcã`ÝcôPÿTÞPï

û8à��ÚQïYÝ�-Jï8ÞTÛNÚ�ä1ä]ÚNð	�Fô�ÿTà�áTÞTÚeûvâ
k
�eâcà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,;Ú�û8ÞPï8ã�ß1ê�ðTÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚNë ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ�ZK-ZÝQâcä

õFÝNÚ@ã�ðTÚNêNâ'-YäPâcä�Þ�ÚL(@ÞPûvâ^ï8ÚNã�ñ.-
P(B(k)) = 1 − P(Ak) = 1 − (1 − p)k, k = 1, . . . , n.
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�oÌ	�ªÄ[!DÌTÆDÇDÄ�Ó�@4È � 6 �'>t�;�]�£¢;�P��©³�� )�£�P�£¢]±c�(²³�;¤��Z�£¡N�� ;�;¦`��±c�;�]��²-�� ;�;���P����¬]���e�$�^���]���N�e ]�e���e�
���e§��t�e�;�

An

¯F�  F��¬P���P�-��¬]���]�£¢] ]��F`�!�]���;�]�`¢F�
k
¨
k = 2, 3, . . . , n

�Z�`©ª ]���]���N�]�(¬P���e«��;¦³�P�������Z���45
�]�� ;�;� B��P���Z�� ;�e���; ;�o�
�P� ¡c��¢]��¨P���e���e�^���^���e�e±c�(²³�]�
 P�����e±c�;�;�$*³�]�)� B��^�e�J±��Z�e�Z�� ;�e±��e�]���Z�� ;��¢P��5
�����]�e���t¨��³�P��§e�������e«¸�^���]«e�c���

�
 ]��5 ¢P� �����]�����J�

�
¯��³���]�\���]«e ]� B��^�(��¦� P��¬P�����¸�]���]�£¡Q�`¢-�³�]�e�£�P�£¢P���Q�'5

�^�£�]«e ]�e���e���^���]���N�e ]�e���e ;�=¡��;�]�e���e�P�� ]���e�
(Ak−1,Ak,Pk)

¨e�N��©-¢F�e�o�;¦o�N���^���;�=¡��]���]���]«e¦�±^���^�l�ª¢;�P�
�P����¬]���^���]¨P���e ]�e� �N²³�N¡c� �����]���;�]��¢]±

k = 1, . . . , n
¯ �P¢P����«��ª�N�`¬]�����e�^�¸�;�]�e���e�P�� ]���e� B��P���Z�� ;�e���; ;�=¡

�]� ¡Q�`¢P���³�]���]���]«e¦�±^���^�l����±c©ª���(²ª���;� ���]�e�£�P�£¢P���Q���^�£�]«e ]�^���e«ª���e§��t�e�;¤
A0 = Ω ⊇ A1 ⊇ . . . ⊇ An−1 �

σ
5 ���EF`��§��]�

Ak

�N���]�N�(�^� ����±c©³�� ;�;�;�J�
A
 P�

Ak−1
¨v���^���]�`�N�e ]�e���e«

Pk

���e���e�^���^���e�e±^���@±Q�£�P���e ]��¤
�^���]���N�e ]�e���e�b���]� ¡c��¢] P�e� �;�]�e���e�P�� ]���e�^�.���e ]�e���;�^�£�]«e ]�

Ak−1
D
Pk(A) = P(A|Ak−1), A ∈ Ak

¯
A �;� B��^�e�®�^���]�`�N�e ]�e���e«- ]��5 ¢P� �����]�e�¸�
�^��¬]�� ;�]���]���;�]��¢F�

k
�e�t¬;�]�£�]�;���^� ���� ]���^�e���^���]�`�N�e ]�e���e ]�^�

�;�]�e���e�P�� ]���e�Q���N���$§e��¦�±Q�£�P���e P�����^���]���N�e ]�e���e«]¯
�

VCI H � N<Z]`]\�Z�S U���^��]UWV B8N�� Z,Y�U

� ðYâcã`ÝNÚ^ß �!à�ë1ÿFôPðTäFÝNà
ÚNÿTÞ'�!à�ë1áTà�â^ï8Þ �eâ��TÞTÞ�ÚNÛ��!à�ö�ëtÚ�û8à`ï8Þ�êªä]ÚNðTäTáTà�ÝNðTÜ-,$êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÜ-,
ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;ê;â8,7Õ

�Vâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTëäPÚNðTà�õTðTÚNà�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚ+*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,�ÞTã.,;Ú�û8ÚNê
Ω
-Yê�ä]ÚcÝNÚNáTÚNëäPâ3(�û8Ü¸ö

ÞTã.,;Ú�û�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQï8à�ð�ÿTÚNã`ï8à`û8Úcê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;ñ�/¶ã�ÞTëtêNÚQï8ÚNê�Þ ��ðYâcÛNÚNáYâ4��û[�E-���ð��QÕ�Woï8à�ëtà�ðFÝ
ωn+1ÿTáTà`û8ã�ÝcâcêQïYßTà�Ý®ã�ÚNÛNÚNö�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�ÝNñ®Þ �

n
ã�ÞTëtêNÚQï8ÚNê��ð��E-8Þ�ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�ÝN*`ï8à�ëtà�ðFÝQâcá �ðTÜ¸ö ÞTã.,;Ú�ûI-=ê�ä]ÚcÝNÚNáTÚNë�û8à��ÚQïYÝ�ðTà¥ðYâcã�ÝcôPÿTÞPï�ðTÞ ê�Ú�û8ðTÚNë�Þ �.ëtà�ã�ß	�Tà�ê

� ωn+1 = (
ðTðJÕ×Õ×Õ ð

)
Õ

Woï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ�ö�ÞTã^,;Úeû
ωk

-Yê�ä]ÚcÝNÚNáTÚNëgû8à��ÚQïYÝ$ðYâcã�ÝcôPÿTÞPï�ê�ëtà�ã�ß	�Tà
k
-
k = 1, . . . , n

ÚNÿTÞTã�Ü �ê;âcà�ÝNã�ß�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;ñ�/LÞ �
k−1
ã�ÞTëtêNÚQï8ÚNê ��ð��(ê-ðYâ^õYâ^ï8à�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�ÝNÞ$Þ�Ú�û �ðTÚ���Ú�ã�ÞTëtêNÚQïvâ=��û[�³ê!ä]ÚNð	�TàªÿTÚNã�ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;Þ��E-PðYâcÿTáTÞTëtà�á7-

ω3 = (
ðTðPû

)
ÕTùªáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ

*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,¥ÞTã^,]Ú�û8ÚNê�ÞTëtà�à�Ý!êNÞPû
Ω = {ω1, . . . , ωn, ωn+1}

Þ$ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ!Þ �
n+1

*`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNêTÕ
ùªÚNã�äPÚQï8ñNäFô

Ω
ä]ÚNðTà�õTðTÚ.-YÞTã�ÿTÚQï8ñ���ôNà�ëÿTÚQï8ðFô	/ â^ï$��à�ÛNáFô.ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö

A = 2Ω ÕØ(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
Ak

ÞTëtà/
Ý.êNÞPû
{ωk+1, . . . ωn+1}

-
k = 0, 1, . . . , n

ÕR�xõYâcã�ÝNðTÚNã`Ý;Þ7-7ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
An

-
Ú���ðYâ^õYâ�/ �!à�àE-\õFÝNÚ®ê¥ÝNà�õTà�ðTÞYà�êNã�à���Ú�áYâcã�ã�ë�â^ÝNáTÞTê;âcà�ëtÚ���Ú�ÿTà�áTÞTÚeûvâ.êNáTà�ëtà�ðTÞ�û8à��ÚQïYÝ®ðTà�ðYâ �ã�ÝcôPÿTÞPï -oã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝbÞ ��à`û8ÞTðTã�ÝNêNà�ðTðTÚ���Ú#*`ï8à�ëtà�ðFÝQâ

ωn+1
Õe�(êNÞPûYô

Bk = Ak−1 \ Ak

ßTã�ðTÚ.-tõFÝNÚ
Bk

ÿTáTÞgäPâ3(�û8ÚNë
k = 1, . . . , n

ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ1Þ �.à`û8ÞTðTã�ÝNêNà�ðTðTÚ���Ú�*`ï8à�ëtà�ðFÝQâ
ωk

Õ � ã�ÿTÚQï8ñ���ôcßgáTà ���ôeï8ñeÝcâ^Ý;Ü ÿJÕ�æFÕ×Ö�-oÝNà�ÿTà�áTñ ëtÚL(@ðTÚ�êNÜ¸ÿTÞTã�âQÝNñ#��ðYâ^õTà�ðTÞFßêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNö ëtà�áTÜ
P
ðYâ�êNã�à7,

*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,�ÞTã.,;Ú�ûvâ8,�Þ �
Ω
-YÞTëtà�ðTðTÚ.-

P(ωk) = P(Bk) = p(1 − p)k−1, k = 1, . . . , n; P(ωn+1) = P(An) = (1 − p)n.
Y ÔcøCZ

ùªáTÚNêNà�áTäFâ�ã�êNÚNöTã�ÝNê-ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTðTÚNö�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNö�ëtà�áTÜ
P
ÿTáTà`û8ÚNã�ÝQâcêQïYßTà�Ý;ã�ß�õTÞFÝQâQÝNà`ï�/�-Qã�ë¸Õ

ôPÿTáJÕW�FÕ

É�ËDÇ��ªÄ]Ë Ó�@ À�A ±^���e«
n = 4
¯e°7��F ¢T�

Ω
���e���^���;�
�;¦ 	 B��P���Z�� ;�^���

ω1 = (
¢
)
¨
ω2 = (
 N¢

)
¨
ω3 = (
 ; N¢

)
¨

ω4 = (
 ; ; N¢

)
¨
ω5 = (
 ; ; ; 

)
¯�G�¦ � 1$K �V�e�t�;�]���t�Q�����)�^���]���N�e ]�e���e� B��P���Z�� ;�����; ;�=¡��]� ¡Q�`¢P���

P(
¢
) = p, P(

 N¢
) = p(1 − p), P(

 ; N¢
) = p(1 − p)2,

P(
 ; ; N¢

) = p(1 − p)3, P(
 ; ; ; 

) = (1 − p)4,

�	� I86�
-B5@�J708686c; [:J.?8B^2547;>B�5@3B^G	BF0847D>; Ω G	D�
c08D �>= @3D �>= 632 �8D7@8C��FD>;�J747C��8D�2A@3B5H3D>;�J747B5@3C>08D>25476��168[:256L`
I8D>;�J70808D��cH8@36808= n T�H3D��86325=�;�J]K ;-[�D>0��8B [LJ�
UH3D�� 6����8D�2A@3BAH3D>;�J747B5@3C>08D�2547B � ωk, k = 1, . . . , n− 1 2563G	;>D7@3=� H � ;U[�D7@368?8B^2547;>B n − k 21D>?8BF;>6LH808D�� 680847BFI��8I8BF4.J��868B � f �8D��3J7;-;c25D�2547D.K80868B�H3B��1D7@34]J8T��^J7B^G � 68[ D�254.J7BF4>2qK
; 08B^G H3D D>[�D>08?3J7086LK I3J>2F2FG�J747I868;�J7BFG	D>EFD �8BFI868D.H�J n O\H303J7[:D3T�4]J7[:D>B ;>=�I3J7;>0868;�J70868B 08BU25D��5H�J7BF4 ; H�J70808D�G
2A@39:?3J7B10868[LJ7[86�� �8ILBF63G	9 � B^2547; n



�������E���R
����	��
�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� Ö^ò

����©-¢P�e�.���e§��t�e�]�@¢P� �����]�e�����e���^���;���;¦.�£¢]�; ]���e�^�� ; ]��F`� B��P���Z�� ;�����; ]�'F`���]� ¡c��¢F� �
Bk = {ωk}

�£¨
�]��B��^�e�J±!�N¡��^�£�P�`�N�e ]�e���e�$±c©-���e�t¬;�]�£�P�� ;�H�e�<*-�e¯  �e§��t�e�;�

Ak

¨
k = 0, 1, . . . , 4

�]�Z���(���e�N¢

A0 = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5}, A1 = {ω2, ω3, ω4, ω5},

A2 = {ω3, ω4, ω5}, A3 = {ω4, ω5}, A4 = {ω5},�-�N¡!�^���]�`�N�e ]�e���e�$¦���¢F���(�^�l���e�t�P��©³�� ;�;�;�J�

P(A0) = 1, P(A1) = (1 − p), P(A2) = (1 − p)2, P(A3) = (1 − p)3, P(A4) = (1 − p)4.

�=���]���N�e ]�e���e«�¢P� �����]�e�� P�!�;�]�����N©³�� ;�;���^��� F`���P�������\���e�;�;�Q�����\��F`���]�]�e�Z��©ª±c�e�N���e�]���Z�� ;���P���e P�
P(B(4)) = 1 − (1 − p)4

¯
�

ùªáTÞTêNà`û8à�ëgà>�!àªÚ�û8ðTÚ!ä]ÚNðTäTáTà�ÝNðTÚNà�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQï8à�ðTÞTà�ÚNÛ��!à�ö.ëtÚ�û8à`ï8Þ.Þ �ªÿFôPðTäFÝcâ�æFÕ×Ö�-Pä]ÚcÝNÚ �áTÚNà!ÿTÚ���êNÚQï8ÞFÝ®ÿTáTÞTêQï8à�õTñ¥ûTïYß�ÿTÚNðTÞTëoâcðTÞFß �eâ^ûvâeõTÞ ��à�ÚNëtà�ÝNáTÞTõTà�ã�äFô'/ ÞTðFÝcôPÞ	�TÞ./�ÕI�Vâcã�ã�ëtÚcÝ �áTÞTë ã�ÝQâcðPûvâcáFÝNðTÚNà�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ
([0, 1],B, λ)

-vê¥ä]ÚcÝNÚNáTÚNëLÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚNë
*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,�ÞTã^,]Ú�û8ÚNê¥ã`ïYô(@ÞFÝ¥êNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðYðTÜ¸ö)ÚcÝNáTà>��ÚNä

[0, 1] ⊆ R
-
B
ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQïYßTà�Ý®ã�Ú �ÛNÚNö@ÛNÚNáTà`ï8à�êNã�äFô	/

σ � â^ï$��à�ÛNáFô$ÿTÚ�û8ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê [0, 1]
-]â

λ > ëtà�áYâ���à�ÛNà��`â�ðYâ�Þ ��ëtà�áTÞTëtÚNë ÿTáTÚ �ã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNà
([0, 1],B)

Õ'��*�ÝNÚNë ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNàªã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
Ak, Bk

ëtÚL(@ðTÚ�Þ ��ÚNÛNáYâ3��ÞFÝNñ�ÚcÝNáTà>��äPâ �ëtÞ®êNà>�!à�ã�ÝNêNà�ðTðYÚNö�ÿTá;ßTëtÚNöJÕ-�!áYâ���ëtà�ðFÝ�ÝQâcäPÚ���Ú�ÿTáTà�û8ã�ÝcâcêQï8à�ðTÞFß.ûTïYß®ðTà�ã�ä]ÚQï8ñNäTÞ', ��ðYâ^õTà�ðTÞTö
k
ÿTÚNäPâ3�eâcð$ðYâ�áTÞTãcÕPæFÕPè8û8à�ã�ñ�ã�ðYâ^õYâ^ïvâ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

A0 = [0, 1]
û8à`ï8ÞFÝNã�ß¥ê�ÿTáTÚNÿTÚNá	�TÞTÞ

(1−p) : p

0 1

︷ ︸︸ ︷
A1 ︷ ︸︸ ︷

B1

︸ ︷︷ ︸
A2

︸ ︷︷ ︸
B2

�tÞTãcÕ8æ'4vØ(ÚNÛNÜ�ÝNÞFß�ëtÚeû8à`ï8Þ�ê�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNà"Y
[0, 1],B, λ

Z

ðYâ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
A1
Þ

B1
ÕDèJâQÝNà�ë�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

A1
û8à�ï8ÞFÝNã�ßbê®ÝNÚNö (�à�ÿTáTÚNÿTÚNá	�TÞTÞ�ðYâ

A2
Þ

B2
-\Þ

Ý^Õ û\Õ7ùªÚNã`ï8à
k
��â���ÚNê@ê�ï8à�êNÚNö�õYâcã�ÝNÞ�áTÞTã�ôPðTäPâ@Ûcôeû8à`Ý.Þ ��ÚNÛNáYâ8(�à�ðTÚ$ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ

Ak

Y ÚcÝNáTà>��ÚNä
ûTï8ÞTðTÜ

(1− p)k
Z`ÕTØ(ÿTáYâcê;â�ÚcÝ�ðTà���Ú!Ûcôeû8à�Ý�Þ ��ÚNÛNáYâ3(�à�ðYâ�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNêNâQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;ñcY ã�ÿTáYâcê;â�ðYâ^ï8à �êNÚ[Z�ÚcÝNáTà>��ä]ÚNê@ûTï8ÞTðTÜ

P(Bi) = p(1 − p)i−1 -vÞ ��ÚNÛNáYâ3(�â�/ �!Þ',�ðTà�ÿTà�áTà�ã�à�äPâ�/ ��ÞTà�ã�ß)ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
Bi, i = 1, . . . , k

Õ

� � ¿���º�¼��®¿=<���¼�¹	��
½¿��$¼�®µ �x¾®µ ��¿�� �$¼ 3-¹	�oµ�º®¿=<��

� 0�æ�ÛNÜ(ïvâ!áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTà�ðYâ�ëtÚ�û8à`ï8ñ!ëoÞ	��áYâ��TÞTÞ �eâcà�ë1�!ÞTäPâ�ÿTÚ�û8êcôPëgäPâQÝNà���ÚNáTÞFßTëX4���û8à��ÚQïYÝ-�³Þ
��ðTà � û8à��ÚQïYÝ-�QÕ	�HðYâcã�ÝNÚeß �!à�ë ÿYâcáYâ���áYâ���à
ëtÜáYâ3��ÚNêcñNà�ë#*�Ýcô$ëtÚ�û8à`ï8ñ.-;ôPêNà`ï8ÞTõTÞTê�ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNêNÚ
äFâQÝNà���ÚNáTÞTö7-tê�ä]ÚcÝNÚNáTÜ-,gëtÚL(�à�Ý)ðYâ8,;Ú�û8ÞFÝNñNã�ß �eâcà�ë1�!ÞTäJÕ W�ÝNÚ)ÚNÛNÚNÛ��!à�ðTÞTà.ÿTÚ���êNÚQïYßTà�Ý)ÛNÚQï8à�à
ÿTÚeû8áTÚNÛNðTÚ1ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âQÝNñbã�ÿTÚNã�ÚNÛNðTÚNã�ÝNñ �eâcà�ë �!ÞTäPâ�êNÚ���êNáYâ3��âQÝNñ�äTáTà`û8ÞFÝ�-(â)ÝQâcä (�à�ÚcÝNáYâ3(�âQÝNñ
êNÚ���ëtÚ8(@ðTÚNà�ôR,Pôeû��!à�ðYÞTà$ÞPï8Þ)ôeïYôPõ'�!à�ðTÞTà ��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÚ���Ú®ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß��eâcà�ë1�!ÞTäPâ¥û8Ú�ðYâcã�ÝcôPÿ �ï8à�ðTÞFß�à���Ú$ðTà�ÿPïvâQÝNà>(�à�ã�ÿTÚNã�ÚNÛNðTÚNã�ÝNÞZÕ
Ø(ðYâeõYâ^ïvâ�ê�ÿJÕ;íTÕ×Ö
áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTëbÚNÛ���ô	/ ëtÚeû8à`ï8ñ�ã�ïYôPõYâcöTðTÚ���Ú�ÛQïYô(�ûvâcðTÞFß7-��eâQÝNà�ëbê�ÿJÕ;íTÕçÔ

ëtÜ Þ ��ôPõTÞTëgëtÚ�û8à`ï8ñ!ëtÞ	��áYâ��TÞTÞ.ã³ÛNà�ã�ä]ÚNðTà�õTðTÜ¸ëHêNáTà�ëtà�ðTð
	Ü¸ë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNÚNëX-Yâ�ÿTÚcÝNÚNëgê�ÿJÕPíTÕ æ
ÿTà�áTà�öPû8à�ëLä�ÛNÚQï8à�à�ã`ï8ÚL(@ðTÚNö�ëtÚ�û8à`ï8Þ7-8ê�äPÚcÝNÚNáTÚNö�ä]ÚQï8ÞTõTà�ã�ÝNêNÚ¥ÿTà�áTÞTÚ�û8ÚNê$êNáTà�ëtà�ðTÞ�ä]ÚNðTà�õTðTÚ
Þ�áYâcêNðTÚ

T
Õ



Öeø ��� ���������	��
�������

�WILK � \�NQ_aS[NQZ _ Y��
	�^��1Z�NQZ P>Y���� � ^<Z]U]Z

!�@ À�@ À D �DÇVÑNÌTÆDÇDÄ ���]Å=Ä;ÎVÇ
�=âcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTëëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ$êcáTà�ëtà�ðTð
	Ü-,�ÿTà�áTÞTÚ�û8ÚNê

k = 1, 2, . . .
Þ�ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ$ëtÚNëtà�ðFÝNÚNê$êNáTà �ëtà�ðTÞ

T = {0, 1, . . .}
Õ ��ôeû8à�ë ã�õTÞFÝQâQÝNñ.-tõFÝNÚ

k � ö ÿTà�áTÞTÚeû�êNáTà�ëtà�ðTÞgðYâ^õTÞTðYâQà�ÝNã�ßHê�ëtÚNëtà�ðFÝêNáTà�ëtà�ðTÞ
k−1
Þ �eâcäFâcðTõTÞTê;âcà�ÝNã�ß�ê
ëtÚNëtà�ðFÝ³êNáTà�ëtà�ðTÞ

k
Õ _ â^ï8à�à�-^áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñ �ðTÚNã�ÝNñ�ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ-,.Ú�û8ÞTðYâcäPÚNêNÚ�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTðYÜ-,.ã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,.êNà`ï8ÞTõTÞTð

Yk, k = 1, 2, . . .
-PÞ

ã`ïYôPõYâcöTðTÜ¸ö�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã
Xk = u + Y1 + · · · + Yk, k = 1, 2, . . .

Y ÔNý�Z
� ��ÚNÛNã�ô(�û8à�ðTÞFßxÿTáTÞTëtà�áYâLÔPÕçò êNÜ�ÝNà�äPâcà�ÝE-³õFÝNÚ

Xk, k = 1, 2, . . .
ßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ÚNë&ã

ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÜ¸ëtÞ@ÿTáTÞTáYâ3�!à�ðTÞFßTëtÞJÕPùªáTÚ��Tà�ã�ã�Ü�ÝQâcä]Ú���Ú�ÝNÞTÿYâ�ðYâ3��Ü¸ê;â�/
ÝNã�ß$ÝQâcä (�à F Q�^���@CP	<COeGdD
NEQ�^�� ��@C<CDEU�GdDFÕe�oïYô(�ûvâcðTÞTà�ðYâeõTÞTðYâcà�ÝNã�ß�ê1ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

u
-oâ �eâQÝNà�ë �eâ)ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNêNâQÝNà`ï8ñNðTÜ�à

ÿTà�áTÞTÚeû8Ü�êNáTà�ëtà�ðTÞ$ÿTà�áTà7,]Ú�û8ÞFÝ�ê�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß
u+Y1

-
u+Y1 +Y2

Þ�Ý^Õ û\Õ
�
êNà`ï8ÞTõTÞTðYâ�Þ ��ëtà�ðTà�ðTÞFß

Y ÿTáTÞTáYâ3�!à�ðTÞFß�ZU�eâ
k � ö®ÿTà�áTÞTÚ�û�êNáTà�ëtà�ðTÞ�ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß�ã`ïYôPõYâcöTðTÚNö�êNà`ï8ÞTõTÞTðTÚNö Yk

Õ
� ã`ï8Þ ��ðYâeõTà�ðTÞTà

u
�Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÚ.-Fâ�ã`ïYôPõYâcöTðTÜ¸à³êNà`ï8ÞTõTÞTðTÜ

Yk, k = 1, 2, . . .
ÿTáTÞTðTÞTëoâ�/
Ý

ÝNÚQï8ñNäPÚ �Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÜ�à ��ðYâeõTà�ðTÞFß7-\ÝNÚ�ÛQïYô(�ûvâcðTÞTà$ÿTáTÚNÞTã^,;Úeû8ÞFÝ�ÿTÚ �Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÜ�ë�ÝNÚNõ �äFâcë¸Õ1��Ü Ûcô�û8à�ë áYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âQÝNñ ��û8à�ã�ñ�ÝNÚQï8ñNä]Ú�ÝQâcäPÚNöbã`ïYôPõYâcögÞbÞTðFÝNà�áTÿTáTà�Ý;ÞTáTÚNê;âQÝNñ)à���Ú.-
äFâcä�ëtÞ	��áYâ��TÞ./�ÿTÚ¥äTáTà`û8ÞFÝNðTÜ�ë äPâQÝNà���ÚNáTÞFßTë¸Õ �(ÚQï8à�à�ÝNÚ���Ú.-7Ú���áYâcðTÞTõTÞTëtã�ß�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞYà�ë
Y1

Y â'- ��ðYâeõTÞFÝ�-8Þ�ÚNã�ÝQâ^ï8ñNðTÜ-,
Yk, k = 2, 3, . . .

Z�êNÞPûvâ

P(Y1 = 1) = p, P(Y1 = −1) = q, P(Y1 = 0) = 1 − p − q.
Y Ô��CZ

è8û8à�ã�ñ
p, q > ÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÜ -Yôeû8ÚNêQï8à�ÝNêNÚNá;ß./ �!ÞTà�ôNã`ï8ÚNêNÞFßTë p ≥ 0, q ≥ 0, p + q ≤ 1

Õ

k − 1 k

v + 1

v

v − 1

p

1 − p − q

q

�tÞTãcÕYí.4$��Þ	��áYâ��TÞFß �eâ®Ö�ÿTà�áTÞTÚ�û�êNáTà�ëtà�ðTÞ

)-ÿTÞTã�âcðTðTÜ¸ö¥ÿTáTÚ��Tà�ã�ã³ëtÚ8(@ðTÚ�ÞTðFÝNà�áTÿTáTà�Ý;ÞTáTÚNê;âQÝNñ�ã`ï8à`ûYô	/ �!ÞTëgÚNÛNáYâ3��ÚNë¸Õ	�HëtÚNëtà�ðFÝ!êNÜ �ûvâ^õTÞ$äTáTà`û8ÞFÝcâ
t = 0

�eâcà�ë1�!ÞTä¥ðYâ8,;Ú�û8ÞFÝNã�ß¥ê�äTáTà`û8ÞFÝNðTÚNö¥äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ
u
-]â�ê�ÝNà�õTà�ðTÞTà³ÿTà�áTêNÚ���Ú

ÿTáTÚNëtà>($ô]ÝNäFâ$êNáTà�ëtà�ðTÞ�ëtà>(�ûYô®ëtÚNëtà�ðFÝQâcëtÞ
t = 0
Þ

t = 1
ÚNð�ÿTà�áTà7,]Ú�û8ÞFÝ.ê$ÛNÚQï8à�à�êNÜ¸ã�ÚNäFô	/

ã�ÚNã�à`û8ð./1/&äPâQÝNà���ÚNáTÞ./
u + 1
ã@êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

p
-Dê�ÛNÚQï8à�à@ðTÞ ��äFô	/ ã�ÚNã�à`û8ð./1/&äPâQÝNà���ÚNáTÞ./

u − 1
ã�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

q
-JÞPï8Þ1ÚNã�ÝQâcà�ÝNã�ß�ê®äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ

u
ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

1 − p − q
Õ7\³ðYâ �ï8Ú���ÞTõTðTÚ.-\à�ã`ï8Þ1ê�ëtÚNëtà�ðFÝ�êcáTà�ëtà�ðTÞ

t = k − 1
ê®ðYâ^õYâ^ï8à

k � ��Ú®ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ®êNáTà�ëtà�ðTÞ��eâcà�ë1�!ÞTä
ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ßHê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v
-VÝNÚ)ê�ä]ÚNð	�Tà *�ÝNÚ���Ú1ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ'-=ê�ëtÚNëtà�ðFÝ1êNáTà�ëoà�ðTÞ

t = k
-=ÚNð ã

êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/
p
ÚNäFâ8��Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß¥ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v +1
-;ã
êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

q > ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ v−1
-

Þ�ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/
1 − p − q

ÚNã�ÝQâcà�ÝNã�ß�ê�ÝNÚNë (�àªã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ
v
-Yã�ë¸ÕYáTÞTãcÕYíTÕ



�������E���R
����	��
�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� Ö^ý

ùªà�áTà7,;Ú�û8Ügê³áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ¸à�ÿTà�áTÞTÚeû8Ü êNáTà�ëtà�ðTÞ�ÚNã�ô�!à�ã�ÝNêQïYß./
Ý;ã�ß"<�>?A@CBED�F�D	GIH�û8áFô'��ÚcÝ
û8áFô ���â Y êNêNÞPûYôgðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNÞLã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,êNà`ï8ÞTõTÞTð
Y1, Y2, . . .

ZK-oÚ�û8ðYâcä]Ú1ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß�ê�ä]ÚNð	�Tà
áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ-,�ÿTà�áTÞTÚeû8ÚNê1ÚNäPâ3��Ü¸ê;â�/
ÝNã�ß9?A@CBED�F�D	GdOeGdDFÕe�åûvâcðTðTÚNë ã`ïYôPõYâcà�êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ êNã�à Y ê
ÝNÚNë�õTÞTã`ï8à > ÚcÝNáTÞ	�YâQÝNà`ï8ñNðTÜ�à Z�äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ�Þ ��ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê;â �Tà`ï8Ü-,�õTÞTã�à`ï

N = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

�(ÚQï8à�à®áTà�â^ï8ÞTã�ÝNÞTõTðYâQß Y ÞgÛNÚQï8à�à.ã`ï8ÚL(@ðYâQß�Z�ëoÚ�û8à`ï8ñ)ã.ä]ÚNðTà�õTðTÜ¸ëåõTÞTã`ï8ÚNë¶äPâQÝNà���ÚNáTÞTö�áYâcã �ã�ëoâQÝNáTÞTê;âcà�ÝNã�ß�ê$ÿJÕTíTÕçÔPÕ

!�@ À�@4È É�Ë��vÑNÍTËDÌTÆVÑNÍTÃ$���NÎVÄ�ªÄ]ÆDÍ]ÌTËDÆDÐ��HÇVÑ��W�]Å1�8Ã
��Úeû8à`ï8ñ áYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âcà�ëtÚ���Ú ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�âLëtÚ8(@ðTÚÿTáTà`û8ã�ÝQâcêNÞFÝ;ñ êLã`ï8à`ûYô	/ ��à�ë êNÞPû8àcÕªùªáTÚ �ã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚ *`ï8à�ëtà�ðFÝQâcáTðTÜU,bÞTã^,;Ú�û8ÚNê

Ωu

ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ�Þ �$ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTö7-DÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�ëtÜ-,bÿTÚNã`ï8à`û8Ú �ê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý^ßTëtÞ)êNÞPûvâ
(a0, a1, . . . , ak, . . .)

- ��û8à
ak ∈ N

-7ÿTáTÞTõTà�ë
a0 = u

Þ
|ak − ak−1| ≤ 1

-
k = 1, 2, . . .

Õ ��ðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚgêNã�à7,LÝQâcäTÞ',LÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTöxÞTëtà�à�Ý�ëtÚ��!ðTÚNã�ÝNñHä]ÚNðFÝNÞTðFô]ôPëoâ Y ã�ë¸Õ
ôPÿTáJÕ�_CZ`Õ]ùªáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNê;â'-]ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTðTÜ�à�ûTïYß$áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ-,@ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ-,$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö

u
-NßTêQïYß./
Ý �ã�ßbÝNÚNõTðTÜ¸ëtÞgêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÜ�ëtÞHä]ÚNÿTÞFßTëtÞ�û8áFô'�@û8áFô'�`âFÕtùªÚ�*�ÝNÚNë=ôbÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTÞTà¥û8ÚNã�ÝQâQÝNÚNõTðTÚ

ÿTáTÚNêNà�ã�ÝNÞ¥ûTïYß@äFâcä]Ú���Ú � ï8ÞTÛNÚ���ÞTä]ã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÚ���Ú<��ðYâeõTà�ðTÞFß u
-PðYâcÿTáTÞTëtà�á

u = 0
Õ'�(Ü¸êNÚ�û8ÜûTïYß

êNã�à7,�û8áFô'��Þ',#��ðYâeõTà�ðTÞTö
u
ÿTÚQïYôPõYâ�/
ÝNã�ßgÿTáTÚNã�ÝNÜ¸ë¶ã�û8êNÞ	��ÚcëX��ÿTÚ�êNà�áFÝNÞTäPâ^ï8Þ��¥ðYâ ��ðYâeõTà�ðTÞTà

ðYâ^õYâ^ï8ñNðTÚNö)äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ
u
Õ _ áFô'��ÞTëtÞ1ã`ï8ÚNê;âcëtÞ7-ZêNëtà�ã�ÝNÚ�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â Y ÔNý�Z³ëtÜ¶áYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âcà�ë

ÿTáTÚ��Tà�ã�ã
Zk = Y1 + · · · + Yk, k = 1, 2, . . . ,

Y Ô3_CZ
ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞYÞ�äPÚcÝNÚNáTÚ���Ú�ÞTëtà/
Ý�êNÞPû

(0, a1, a2, . . .)
ã

ak ∈ N
-
k = 1, 2, . . .

-ZÞ1ê®ã�ÚNêNÚNäFôPÿTðTÚ �ã�ÝNÞbÚNÛNáYâ3��ô	/
Ý
Ω0
Õ\ùªáTÞ

u 6= 0
ëtà>(�ûYô

Ω0
Þ

Ωu

à�ã�ÝNà�ã�Ý;êNà�ðTðTÚ�ôNã�ÝcâcðYâcêQï8ÞTê;âcà�ÝNã�ßbê��eâcÞTëtðTÚ �Úeû8ðTÚ���ðYâeõTðTÚNà.ã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êNÞTàcÕ � ëtà�ðTðTÚ.-=äPâ3(�û8ÚNö�ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTÞ
(0, a1, a2, . . .) ∈ Ω0

ã�ÚNÚcÝNêNà�Ý �ã�ÝNêcô;à�Ý@ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞFß
(u, u + a1, u + a2, . . .) ∈ Ωu

-8â!ï�/³ÛNÚNö®ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTÞ
(u, b1, b2, . . .) ∈ Ωuã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êcô;à�Ý@ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞFß

(0, b1 − u, b2 − u, . . .) ∈ Ω0
Õ

!�@ À�@4Ó
σ �
ÌFÎ �cÄ��8ËDÌbÑ����8Ð�ÍTÇ
	

ùªÚNã�ÝNáTÚNÞTë
σ � â^ï$��à�ÛNáFô A0

ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö�ê
Ω0
Õ _ ïYß!ëtÚNëtà�ðFÝcâ-êNáTà�ëtà�ðTÞ

k ∈ T
Þ!ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß

v ∈ NÚNÛNÚ���ðYâ^õTÞTë
A0(k, v)

ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà ��ê�ëtÚNëtà�ðFÝ@êNáTà�ëtà�ðTÞ
k
�eâcà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,;Úeû8ÞFÝNã�ß�ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v
�

Y Ý^Õ àcÕ -
Zk = v

Z`Õ _ áFô'��ÞTëtÞ1ã`ï8ÚNê;âcëtÞ7- *�ÝNÚ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà$ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ�Þ ��êNã�à�êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ-,�ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞYö
(0, a1, . . .)

-;ô�ä]ÚcÝNÚNáTÜ-,
ak = v

Õ[�HõYâcã�ÝNðTÚNã�ÝNÞ -PÿTáTÞ
v 6= 0
ÿTÚQïYôPõYâcà�ë

A0(0, v) = ∅
-]Þ7-;êNÚNÚNÛ��!à

A0(k, v) 6= ∅
ÝNÚQï8ñNäPÚ$ÿTáTÞ

|v| ≤ k, k = 0, 1, . . .
Õ$)-ÛNÚ���ðYâeõTÞTë

Ã0 = {A0(k, v); k = 0, 1, . . . ; v ∈ N}

ã�ÚNêNÚNäFôPÿTðTÚNã�ÝNñ¥êNã�à7,�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö�ÝQâcä]Ú���Ú@ÝNÞTÿYâ'-8Þ�ê$äFâeõTà�ã�ÝNêNà
σ � â^ï$��à�ÛNáTÜ A0

Ûcô�û8à�ëLÞTã�ÿTÚQï8ñ���Ú �ê;âQÝNñ$ðYâcÞTëtà�ðTñ���ô	/
σ � â^ï$��à�ÛNáFô�-Yã�Ú�û8à�á(�â3��ô	/ êNã�à�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß�Þ � Ã0

Õ

!�@ À�@ ! Á!Ä]Ë��PÒZÍTÆ��vÑNÍTÆDÌFÒ �ªÄ]ËDÌ
ùªà�áTà�öPû8à�ëä®ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTÞ./¶êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNö�ëtà�áTÜxðYâ

A0
Õ��(Ü¸ÛNà�áTà�ë�ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚNàªã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

A0(k, v) ∈ Ã0
ã
|v| ≤ k

Þ!êNÜ¸õTÞTã`ï8ÞTë)à���ÚªêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñTÕ � ��ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTÞFß�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â³ßTã�ðTÚ.-cõFÝNÚ
�eâ�êNáTà�ë=ß

k
Þ �-ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß^��ëtÚL(@ðTÚ�ÿTà�áTà�öFÝNÞ®ê�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß

v
-;ô�û8ÚNêQï8à�ÝNêNÚNá;ß./ �!ÞTà-ôNã`ï8ÚNêNÞFßTë

−k ≤ v ≤ k
-tâ)áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞTà�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã`ÝNà�ö�ßTêQïYßTà�ÝNã�ßgÝNáTÞTðTÚNëtÞYâ^ï8ñNðTÜ¸ë Y ã�ë¸ÕtÿJÕ�ÔPÕçò�ZK-



ÖL� ��� ���������	��
�������

Ý^Õ àcÕ -DêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
A0(k, v)

êNÜ¸õTÞTã`ïYßTà�Ý;ã�ß ÿTÚc��ÚNáTë=ô�ï8à
P0(A0(k, v)) = B3(k, v)

-
��û8à=�ªôPðTä	�TÞFß

B3
ÚNÿTáTà`û8à`ï8à�ðYâ�ê Y ÖeøCZ`ÕX2Và�ë ã�âcëtÜ¸ëX-�êNà�áTÚeßTÝNðTÚcã�ÝNÞ�êNã�à],xã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTöxÞ �

Ã0�eâ^ûvâcðTÜ -]â �eâ^ûvâcðTÞTà�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNö$ëtà�áTÜ�ðYâªêNã�à�ö
σ � â^ï$��à�ÛNáTà A0

ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß@ã�ÝQâcðPûvâcáFÝNðTÚNö
ÿTáTÚ��Tà`ûYôPáTÚNö�ÿTáTÚeû8ÚQï�(�à�ðTÞFß®êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNö�ëtà�áTÜ�ðYâ�ÿTÚNáTÚL(�û8à�ðTðFô	/

σ � âeï$��à�ÛNáFô=8 æ�: Õ

!�@ À�@g& É�Ä]ËDÄ]Æ��vÑN���bÃ8Ä]ËDÍTÇ��JÌFÎVÇ
2=âcäTÞTëLÚNÛNáYâ3��ÚNëX-vÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTÚ®êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ

(Ω0,A0,P0)
ÕJùªáTÞ

u 6= 0
ôPÿTÚ �ë=ßTðFô]ÝNÚNà!áYâcðTà�à!ê��eâcÞTëtðTÚ � Ú�û8ðTÚ���ðYâeõTðTÚNà�ã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êNÞTà�ëtà>(�ûYô Ω0

Þ
Ωu

ÿTÚ���êNÚQïYßTà�Ý¥ÿTà�áTà�ðTÚ �ã�ÞFÝNñ1êNã�à.ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ðTÞTà�ðYâ�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà®ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNÚ
(Ωu,Au,Pu)

Y ã�û8êNÞ	�`âQÝNñ)ÿTáTÚ��Tà�ã�ã
��ÿTÚ.êNà�áFÝNÞTäPâ^ï8Þ��E-ZÿTÚ.ÚNã�Þ�äPâQÝNà���ÚNáTÞTö�Z`ÕI]�âcÿTáTÞTëtà�á7-Jã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

A0(k, v) ∈ A0
ÞTëtà�à�Ý.ÝNÚNõTðFô	/

êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðFô	/ ä]ÚNÿTÞ./�4;ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Au(k, u+v) ∈ Au �

êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ+*�ÝNÞ',�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö@ã�ÚNêNÿYâ^ûvâ �/
Ý.4
P0(A0(k, v)) = Pu(Au(k, u + v))

Õ � ðYâcÚcÛNÚNáTÚcÝ�-Fã�ÚcÛNÜ�ÝNÞTà
Au(k, v) ∈ Au

ÞTëtà�à�Ý!ÝNÚNõTðFô	/
êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðFô	/�äPÚNÿTÞ./

A0(k, v − u) ∈ A0
-(ÞLêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ *`ÝNÞ', ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö ã�ÚNêNÿYâ^ûvâ�/
Ý.4

Pu(Au(k, u)) = P0(A0(k, v − u))
Õ

�(à�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ@ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
Au(k, v) ∈ Au

ÚNÛNÚ���ðYâeõTÞTë

Pu,k(v) = Pu(Au(k, v)), k ∈ T ; v ∈ N, |v − u| ≤ k.
Y æ��CZ

!�@ À�@ � É�Ä]ËDÄ]Æ��vÑN���#���8ËDÇ\
�8ÆDÍ]ÌFÎVÇ
ùªáTÞ�ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚNë

l ≥ 0
ÿTÚNêNà`û8à�ðTÞTà �],FêNÚNã�ÝQâ��ªÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â

Z ′
k = Yl+1 + · · · + Yl+k,

ÚNõTà�êNÞPû8ðTÚ.-FßTêQïYßTà�ÝNã�ß®äPÚNÿTÞTà�ö®ÿTÚNêNà`û8à�ðTÞFß®ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â Y Ô3_CZK-FõFÝNÚ�ÿTÚ���êcÚQïYßTà�Ý$ã£û8êNÞ	�`âQÝNñ$ÿTáTÚ��Tà�ã�ã
��ÿTÚ ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝcâ^ï8Þ�� Y ÿTÚ�êNáTà�ëtà�ðTð 	ÚNö�ÚNã�Þ�Z`Õ

_ ïYß�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÚ���Ú@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß
u ∈ N

-8ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö
v, w ∈ N

Þ�ëtÚNëtà�ðFÝNÚNê@êNáTà�ëtà�ðTÞ
k, l =

0, 1, . . .
ã

k < l
áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë ã�ÚcÛNÜ�ÝNÞFß

Au(k, v), Au(l, w) ∈ Au

Õ � ,�ÿTà�áTà�ã�à�õTà�ðTÞTà
Au(k, v)∩

Au(l, w)
ÚNÛNáYâ3��ôNà�Ý�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�ã-ÞTðFÝNà�áTÿTáTà�Ýcâ��TÞTà�ö �7�eâ!êNáTà�ë=ß.ÚcÝ

k
û8Ú

l
�eâcà�ë1�!ÞTä®ÿTà�áTà��!à`ï�Þ �

äFâQÝNà���ÚNáTÞTÞ
v
ê�äFâQÝNà���ÚNáTÞ./

w
�QÕW)-ÛNÚ���ðYâeõTÞTëgÝcâcä]ÚNà�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�ÿTà�áTà7,]Ú�ûvâ

Mu(k, v; l, w) = Au(k, v) ∩ Au(l, w); k, l ∈ T , k ≤ l; u, v ∈ N.
Y æFÖ�Z

_ áFô'��ÞTëtÞ�ã`ï8ÚNê;âcëtÞ7-$*�ÝNÚ¥ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà!ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ.Þ �!êNã�à7,�ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;à�ö Y *`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,
ÞTã.,;Ú�û8ÚNê[Z

(u, a1, . . .) ∈ Ωu

-Dô�ä]ÚcÝNÚNáTÜ-,
ak = v

Þ
al = w

Õ 2VÚ (�à@ëtÚ8(@ðTÚ�êNÜ¸áYâ3��ÞFÝNñ�ÝQâcä74
�7�eâ®ÿTáTÚNëtà>($ô]ÝNÚNä1êNáTà�ëtà�ðTÞ�ÿTáTÚ�û8ÚQï�(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÚNã�ÝNñ�/

l − k
Þ ��ëtà�ðTà�ðTÞTà@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â

ã�ÚNã�ÝcâcêNÞPï8Ú
w − v

�QÕ _ à�öTã�ÝNêNÞFÝ;à`ï8ñNðTÚ.-oÚNÛ;â�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFßHëtÚL(@ðTÚ)ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêNÞFÝ;ñ�ê)êNÞPû8à
(Yk+1 +

· · ·+Yl = w−v)
Õ[�(à�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ÝcâcäTÞ',$ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö¥ðTàc�eâcêNÞTã�ÞFÝ!ÚcÝ

k, l, u, v, w
Þ$ÚNÿTáTà`û8à`ïYßTà�Ý;ã�ß

ÝNÚQï8ñNäPÚ���ðYâ^õTà�ðTÞFßTëtÞ$áYâ3��ðTÚNã�ÝNà�ö
l−k > 0

Þ
w−v
Õ[W�ÝQâ�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ.-]ÚNõTà�êNÞPû8ðTÚ.-;ã�ÚNêNÿYâeûvâcà�Ý

ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/ ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
(Y1 + · · · + Yl−k = w − v) = A0(l − k, w − v) ∈ Ω0

4

P(Mu(k, v; l, w)) = Pu(Au(k, v) ∩ Au(l, w)) = P0(A0(l − k, w − v));
Au(k, v), Au(l, w) ∈ Ωu, A0(l − k, w − v) ∈ Ω0.

Y æ;Ô�Z

!�@ À�@ # $ ËDÌTÃ8ÆDÄ]ÆDÇ\ÒHÅVÎDÒ�Ã8Ä]Ë��PÒZÍTÆ��vÑNÍTÄ�	Ñ����8Ð�ÍTÇ
	
�=âcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë)êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÚNà¸ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ

(Ωu,Au,Pu)
Þ�ôNã�ÝQâcðTÚNêNÞTë1ã�êcß ��ñ-ëtà>(�ûYô�ã�ÚNÛNÜ �ÝNÞFßTëtÞ

Au(k, v)
ê�ã�ÚNã�à`û8ðTÞTà-ëtÚNëtà�ðFÝNÜLêNáTà�ëtà�ðTÞ

k− 1
Þ

k
-Pâ�Ýcâcä (�à
ëtà>(�ûYô$êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝeßTëtÞ

*�ÝNÞ',�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTöJÕ
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èJâ���ÞTä]ã�ÞTáFôNà�ë ��ðYâeõTà�ðTÞFß
k, v ∈ N

Þ�áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë ã�ðYâeõYâ^ïvâ�ã`ïYôPõYâcö
u − k + 2 ≤ v ≤

u+ k− 2
ÕPùªáTÞ *�ÝNÚNëgã�ÚcÛNÜ�ÝNÞTà

Au(k, v)
ëtÚL(�à�Ý!áTà�â^ï8Þ ��ÚNê;âQÝNñNã�ß.Ú�û8ðTÞTë Þ �³ÝNáTà7,.ã`ï8à`ûYô	/ �!Þ',

ê��eâcÞTëtÚNÞTã�äPï�/³õYâ�/ �!Þ',�ã�ÿTÚNã�ÚNÛNÚNêTÕ
ÖNÕ �xëtÚNëtà�ðFÝ.êNáTà�ëtà�ðTÞ

k − 1
�eâcà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,;Úeû8ÞPï8ã�ß�ê¥ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v + 1
Y ÝNÚ¥à�ã�ÝNñ.-7ÞTëtà`ï8Ú

ëtà�ã�ÝNÚ¥ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Au(k − 1, v + 1)

ZK-8Þ�ÿTà�áTà��!à`ï1ä�ëtÚNëtà�ðFÝcô�êNáTà�ëtà�ðTÞ
k
ê@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà

vY õFÝNÚ�ÿTáTÞ�ôNã`ï8ÚNêNÞTÞ
Au(k−1, v+1)

ã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êcôNà�Ý�ÿTà�áTà�ëtà>��à�ðTÞ./ ðYâ-Úeû8ðFô�äFâQÝNà���ÚNáTÞ./
êNðTÞ ��Þ�ÿTáTÚNÞTã^,;Úeû8ÞFÝ@ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

q
Z`Õ

ÔPÕ �xëtÚNëtà�ðFÝ¥êNáTà�ëtà�ðTÞ
k − 1

�eâQà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ß�ê@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ
v − 1

Y ÝNÚ¥à�ã�ÝNñ.-7ÞTëtà`ï8Ú
ëtà�ã�ÝNÚ¥ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Au(k − 1, v − 1)
ZK-8Þ�ä�ëtÚNëtà�ðFÝcô�êNáTà�ëtà�ðTÞ

k
ÿTà�áTà��!à`ï1ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà

vY õFÝNÚ�ÿTáTÞ!ô;ã`ï8ÚNêNÞTÞ
Au(k−1, v−1)

ã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�ÝNêcô;à�Ý�ÿTà�áTà�ëtà>�!à�ðTÞ�/ ðYâ-Ú�û8ðFô�äFâQÝNà���ÚNáTÞ./
êNêNà�á�,�Þ®ÿTáTÚNÞTã.,;Ú�û8ÞFÝ¥ãªêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

p
Z`Õ

æFÕ �gëtÚNëtà�ðFÝ�êNáTà�ëtà�ðTÞ
k−1

�eâcà�ë1�!ÞTä$ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ß$ê�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ
v
Y ÝNÚ�à�ã�ÝNñ.-]ÞTëtà`ï8Ú�ëtà�ã�ÝNÚ

ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Au(k − 1, v)

ZK-\Þ1ä1ëtÚNëtà�ðFÝcô1êNáTà�ëtà�ðTÞ
k
ÚNã�Ýcâ^ï8ã�ß�ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v
Y õFÝNÚ�ÿTáTÞ

ô;ã`ï8ÚNêcÞTÞ
Au(k − 1, v)

ÿTáTÚNÞTã^,]Ú�û8ÞFÝ@ã�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã`ÝNñ�/
1 − p − q

Z`Õ
_ áFô'��ÞTà�ÞTã^,;Ú�û8Ü�ðTà�êNÚ���ëtÚ8(@ðTÜ-ÕvùªÚ�*�ÝNÚNë=ô

Au(k, v) ⊆ Au(k − 1, v + 1) + Au(k − 1, v) +
Au(k − 1, v − 1)

-YÞ�ÿTÚ ��ÚNáTë=ôeï8à�ÿTÚQï8ðTÚNö�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ Y Ö �CZ(ÿTÚQïYôPõYâcà�ë

Pu(Au(k, v)) = Pu(Au(k, v) |Au(k − 1, v − 1))Pu(Au(k − 1, v − 1)) +

+Pu(Au(k, v) |Au(k − 1, v))Pu(Au(k − 1, v)) +

+Pu(Au(k, v) |Au(k − 1, v + 1))Pu(Au(k − 1, v + 1)) =

= pPu(Au(k − 1, v − 1)) + (1 − p − q)Pu(Au(k − 1, v)) + qPu(Au(k − 1, v + 1)),

ÞPï8Þ7-8ã-ôPõTà�ÝNÚNëÚNÛNÚ���ðYâ^õTà�ðTÞFß Y æ��CZK-

Pu,k(v) = pPu,k−1(v − 1) + (1 − p − q)Pu,k−1(v) + qPu,k−1(v + 1).
Y æNæCZ

� ïTï�/³ã�ÝNáYâ��TÞFß�êNÜ¸êNÚeûvâ!ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß Y æNæCZ(ÿTáTÞTêNà`û8à�ðYâ$ðYâ�áTÞTãcÕ7òPÕ
� ã`ïYôPõYâcà

|v − u| ≤ k − 2
-
k ≥ 2

êNã�à�ôNã`ï8ÚNêNÞFß�ê Y æcæCZ-êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ -\â®Þ',1êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ
ÿTÚQï8Ú8(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÜªÕDùªáTÞ

|v − u| ≥ k − 1
ðTà�ä]ÚcÝNÚNáTÜ¸à@ôNã`ï8ÚNêNÞFß�ã�ÝcâcðTÚcêcßFÝNã�ßbðTà�êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ¸ëtÞ7-

Ýcâcä�õFÝNÚ¥Þ',�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ÚNÛNáYâ3��â�/
ÝNã�ß�ê@ðFôeï8ñ.-vÞ�ÿTáYâcê;âQß�õYâcã�ÝNñVY æNæCZ¸ã�ÝQâcðTÚNêNÞFÝNã�ß�ä]ÚNáTÚNõTàcÕ
�=âcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë ã`ïYôPõYâcö

|v − u| = k − 1
Õtè8û8à�ã�ñ)êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ�û8ê;â�ê;âcáTÞYâcðFÝQâ'-=ÿTáTÞTêNÚ�ûYß �!ÞTà®ä

áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ¸ë ôPáYâcêNðTà�ðTÞFßTë ã�êcß ��Þ)êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�öJÕI��âcáTÞYâcðFÝ
v = u + k − 1

ÿTÚNäPâ3�eâcð�ðYâ¥áTÞTãcÕ
òPÕ8ùªáTÞN*�ÝNÚNë

Pu,k(u + k − 1) = pPu,k−1(u + k − 2) + (1 − p − q)Pu,k−1(u + k − 1).
Y æcí[Z

��âcáTÞYâcðFÝ
v = u − k + 1

ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß�ã�ÞTëtëtà�ÝNáTÞTõTðTÚ.4

Pu,k(u − k + 1) = qPu,k−1(u − k + 2) + (1 − p − q)Pu,k−1(u − k + 1).
Y æ;ò�Z

ØoïYôPõYâcö
|v−u| = k

ã�ÚNã�ÝNÚNÞFÝ³Ýcâcä (�à�Þ �oû8êcôR,�ê;âcáTÞYâcðFÝNÚNê.-^ê
äPâ3(�û8ÚNë�Þ �(ä]ÚcÝNÚNáTÜ-,�ÞTëtà�à�ÝNã�ß
à`û8ÞTðTã�ÝNêNà�ðYðYâQß�êNÚ���ëtÚL(@ðTÚNã�ÝNñ$ÿTà�áTà7,]Ú�ûvâ'-8õFÝNÚ$ÿTáTÞTêNÚ�û8ÞFÝ@ä®ôPáYâcêNðTà�ðTÞFßTë

Pu,k(u + k) = pPu,k−1(u + k − 1)
Y æNøCZ

Þ
Pu,k(u − k) = qPu,k−1(u − k + 1).

Y æ;ý�Z
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u

k − 1 k

Y
|v − u| ≤ k − 2

Z

Y
v = u + k − 1

Z

Y
v = u − k

Z

�tÞTãcÕ7ò	4 � ïTï�/³ã�ÝNáYâ��TÞFß�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß®ûTïYß®êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö

��ÝNÚNáTÚNö�Þ � *�ÝNÞ',�ê;âcáTÞYâcðFÝNÚNê�ÝQâcä (�à�ÿTáTÚNÞPïTï�/³ã�ÝNáTÞTáTÚNê;âcð�ðYâ�áTÞTãcÕvòPÕ
]�âeõYâ^ï8ñNðTÜ¸àªôNã`ï8ÚNêNÞFß.ûTïYß�êNÜ¸õTÞTã`ï8à�ðTÞTö�ÿTÚ ��ÚNáTë=ô�ïvâcë Y æNæCZ > Y æ;ý�Z(ÞTëtà/
Ý@êNÞPû

Pu,0(v) = δuv; u, v ∈ N,
Y æ��CZ

��û8à
δuv > ã�ÞTëtêNÚQï �ªáTÚNðTà�ä]à�áYâ

δuv =
{

1, u = v
-

0, u 6= v
Õ

�WI H �OZ _a`JN<Z�Z 	1Z�R � �aN�\]U���N<Z]S @�\�Z B8Z Z]U
!�@4È�@ À D �DÇVÑNÌTÆDÇDÄ ���]Å=Ä;ÎVÇ
�xûvâcðTðTÚNë ÿFôPðTäFÝNà$Ú���áYâcðTÞTõTÞTë õTÞTã`ï8Ú�êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ-,�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö1ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â®ëtðTÚ8(�à�ã�ÝNêNÚNë �Tà �ï8Ü-, õTÞTã�à`ï

Nm = {0, 1, . . . ,m}
ÞxÛQôeû8à�ë ðYâ3��Ü¸ê;âQÝNñ�*`ï8à�ëtà�ðFÝNÜ *�ÝNÚ���Ú�ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê;âgäTáTà �û8ÞFÝNðTÜ¸ëtÞ.äPâQÝNà���ÚNáTÞFßTëtÞJÕ ��âQÝNà���ÚNáTÞFß^��ã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êcôNà�Ý�û8à��ÚQïYÝcô Y ðTà�ÿPïvâQÝNà>(�à�ã�ÿTÚNã�ÚNÛNðTÚNã�Ý;Þ�ZK-

â.äPâQÝNà���ÚNáTÞFß
m > ðYâcÞPïYôPõ'�!à�ë=ôV��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÚNë=ô�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞ./�ÕDù-áTÚNëtà>($ô]ÝNÚNõTðTÜ¸à$äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ�eâcðFôPëtà�áTÚNê;âcðTÜ ÝQâcäTÞTëgÚNÛNáYâ3��ÚNëX-PõFÝNÚ�äFâQÝNà���ÚNáTÞFß.ã-Û 	ÚQï8ñ��!ÞTë ðTÚNëtà�áTÚNëgã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êcôNà�Ý�ïYôPõ ��!à�ë=ôb��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÚNë=ô.ÿTÚQï8ÚL(�à�ðTÞ./ �eâcà�ë1�!ÞTäPâFÕ

��Þ	��áYâ��TÞ./��eâcà�ë1�!ÞTäPâ-ÿTÚ-äPâQÝNà���ÚNáTÞFßTë)Ûcôeû8à�ë�ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âQÝNñªã`ï8à`ûYô	/ �!ÞTë1ÚNÛNáYâ3��ÚNë¸Õ � ã`ï8Þ�ê
ðYâ^õYâ^ï8à(ÝNà�äFô��à���Ú�ÿTà�áTÞTÚeûvâ-êNáTà�ëtà�ðTÞ �eâcà�ë1�!ÞTä�ðYâ8,]Ú�û8ÞPï8ã�ß�êªäPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ

j, j = 1, . . . ,m−1
-

ÝNÚ¥ê@ÝNà�õTà�ðTÞYà<*�ÝNÚ���Ú.ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ@ÚNð�ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/
p
ÿTà�áTà7,;Ú�û8ÞFÝ®ê¥ã`ï8à`ûYô	/ �!ô	/�äPâQÝNà���ÚNáTÞ./

j + 1
-TãªêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

q
ÿTà�áTà7,;Úeû8ÞFÝ@ê�ÿTáTà`û8Ü(ûYô�!ô	/¶äFâQÝNà���ÚNáTÞ./

j − 1
-Yâ�ãªêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/

1 − p − q
ÚNã�ÝQâcà�ÝNã�ß�ê ÝNÚNö (�à)äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ

j
Õ�ù�âcáYâcëtà�ÝNáTÜ

p, q
û8ÚQï�(@ðTÜ ôeû8ÚNêQï8à�ÝNêNÚNá;ßFÝNñ

ô;ã`ï8ÚNêNÞFßTë
p ≥ 0, q ≥ 0, p + q ≤ 1

Õ � ã`ï8Þ��eâcà�ë1�!ÞTäÿTÚNÿYâ^ûvâcà�Ýbê1äFâQÝNà���ÚcáTÞ./
j = 0

-=ÝNÚ
ÚNðHÚNã�ÝQâcà�ÝNã�ßê)ðTà�öHðYâ�êNã�à®ÚNã�ÝQâcê��!à�à�ã�ß�êNáTà�ë=ß Y û8à��ÚQïYÝ[Z`ÕoùªáTÞHÿTÚNÿYâ^ûvâcðTÞTÞHê)äPâQÝNà���ÚNáTÞ./
j = m

�eâcà�ë1�!ÞTäHÝcâcä (�à®ÚNã�Ýcâcà�ÝNã�ßê1ðTà�ö�ðYâ)êNã�à�ÚNã�ÝQâcê��!à�à�ã�ßêNáTà�ë=ß���Õe2=âcäTÞTà®äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ
��� D��^G	D�
c08=�;�J7I863J70847= �F47D�� G	D^H3B5@36 n S J��8I863G	BFITG	D�
c08D�25?8684]J747C3T?847D �^J7B^G � 68[ �8BFI8B ��D.H3684 6�� m ;

�8I8B5H3= H39 � BFB 25D�2547D^K80868BW2 �8I8B 
c08B � ;>BFI8D.K84708D�2547C�� q TF6 D�254]J7BF4>2 K ;\47BF[89 � B^G�25D�2547D.K808686 m 2$;>BFI8D.K84708D�2547C��
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Y ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß�Z=êªÝNà�ÚNáTÞTÞ@ã`ïYôPõYâcöTðTÜ-,@ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ÚNê�ðYâ3��Ü¸ê;â�/
ÝNã�ß ` H�� Q'H'f1@�� f D	GdDFÕ��(à�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞÿTà�áTà7,]Ú�ûvâ
p, q
ðTà+�eâcêNÞTã�ßFÝ�ÚcÝ�ðTÚNëtà�áYâ�ÝNà�äFô�!à�öHäPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ

j
Y �eâ�ÞTã�äPï�/³õTà�ðTÞTà�ë¶äTáYâcöTðTÞ',

ã`ïYôPõYâcà�ê
j = 0

-
j = m

ZK-Yâ!Ýcâcä (�à�ÿTáTà`û8Ü¸ã�ÝNÚNáTÞYÞ�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â��QÕ
� ÝQâcä7-�ëtÚ�û8à`ï8ñ�/ ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â

Xk, k ∈ T
ê)ûvâcðTðTÚNëåã`ïYôPõYâcà�ßTêQïYßTà�ÝNã�ßã�à�ëtà�öTã�ÝNêNÚ êNà�áTÚ �ßFÝNðTÚNã�ÝNðTÜU,xÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;ê

(Ωu,Au,Pu)
-

u ∈ Nm

ã)ÚNõTà�êNÞPû8ðTÜ¸ëtÞxÞ ��ëtà�ðTà�ðTÞFßTëtÞ�ÿTáYâcêNÞPï
ÿTà�áTà7,]Ú�ûvâ'-8êNÜU��ê;âcðTðTÜ¸ëtÞ�ÿTÚ^ßTêQï8à�ðTÞTà�ë�ÿTÚ��£ï8Ú���â�/ �!Þ',�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTöJÕ

!�@4È�@4È $ ËDÌTÃ8ÆDÄ]ÆDÇDÄ�ÅVÎVÒHÃvÄ]Ë��]ÒZÍTÆ��vÑ;ÍTÄ�	Ñ��vÑNÍ	�PÒZÆDÇ
	
î-áYâcêNðTà�ðTÞFßgã�êcß ��Þ êNà�áTÚeßTÝNðTÚcã�ÝNà�öHã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö Y æNæCZ > Y æ;ý�Z�ÿTáTÞTðTÞTë�âE/
Ý1ê�ûvâcðTðTÚNö ëtÚ�û8à`ï8Þ
ã`ï8à`ûYô	/ ��ÞTö�êNÞPûI4

Pu,k(v) = pPu,k−1(v − 1) + (1 − p − q)Pu,k−1(v) + qPu,k−1(v + 1), 1 < v < m − 1,
Pu,k(1) = (1 − p − q)Pu,k−1(1) + qPu,k−1(2),

Pu,k(m − 1) = pPu,k−1(m − 2) + (1 − p − q)Pu,k−1(m − 1),
Pu,k(m) = pPu,k−1(m − 1) + Pu,k−1(m),

Pu,k(0) = Pu,k−1(0) + qPu,k−1(1).

Y æ _�Z

ã�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ëtÞ�ôNã`ï8ÚNêNÞFßTëtÞ
Pu,0(v) = δuv; u, v ∈ Nm.

Y íC�CZ

!�@4È�@4Ó �-ÌYÑ��1ÇDËDÄ]ÆDÆ��8Ä �DË��vÑNÍTËDÌTÆVÑNÍTÃ$�
?-ÝNÚNÛNÜ ÞTëtà�ÝNñgêNÚ���ëtÚL(@ðTÚNã�ÝNñ ã�áYâcêNðTà�ðTÞFß ,]âcáYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTä ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â ÿTáTÞ áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ-,LðYâ �õYâ^ï8ñNðTÜ-, ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß',

u
-�ÿTÚQï8à>��ðTÚHÿYâcáYâ^ïTï8à`ï8ñNðTÚHáYâcã�ã�ëoâQÝNáTÞTê;âQÝNñ�áYâcã��!ÞTáTà�ðTðFô'/÷ëtÚeû8à`ï8ñ

(Ω,A,P)
Õ\è8û8à�ã�ñ

Ω = Ω0 + Ω1 + · · · , Ωn

-
σ � âeï$��à�ÛNáYâ A ÿTÚNáTÚ8(�û8à�ðYâ.êNã�à�êNÚ���ëtÚL(@ðTÜ¸ëtÞ1ã�Ú �ÛNÜ�ÝNÞFßTëtÞ

A(k, v) = (Xk = v)
-
v ∈ Nm

-
k ∈ T

-Vã�Úeû8à�áR(�âQÝNà`ï8ñNðTÚ)Ú���ðYâeõYâ�/ �!ÞTëtÞ7-=õFÝNÚ)ê
ëtÚNëtà�ðFÝ@êNáTà�ëtà�ðTÞ

k
ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ÿTÚNÿYâ^ï�ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà

v
Õ �ªã�ðTÚ.-YõFÝNÚ

A(k, v) = A0(k, v) + A1(k, v) + · · · + Am(k, v).
Y íTÖ�Z

èJâ^ûvâ^û8ÞTë ðYâeõYâ^ï8ñNðTÚNà¥áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞYà®ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸ë¶ÚNÛNáYâ3��ÚNë ÿTÚQï8ÚL(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÜ¸ëtÞgêNà �áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝeßTëtÞ
p0, p1, . . . , pm

-
p0 + · · · + pm = 1

4

P(A(0, u)) = pu, u ∈ Nm.

2VÚ���ûvâ
Au(k, v) = A(k, v) ∩ A(0, u)

-TÝQâcä�õFÝNÚ

P(Au(k, v)) = P(A(k, v) ∩ A(0, u)) = P(A(k, v) |A(0, u))P(A(0, u)) = Pu(Au(k, v))pu,

Þ�Þ �"Y íTÖ�Z(ÿTÚQïYôPõYâcà�ë

P(A(k, v)) =
m∑

u=0

P(Au(k, v)) =
m∑

u=0

Pu(Au(k, v))pu; k ∈ T , v ∈ Nm.

1− q n
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2=âcäTÞTëgÚNÛNáYâ3��ÚNëX-FêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ
P(A(k, v))

ÚNÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÜ -8â�ÿTáTÚ�û8ÚQï�(�à�ðTÞTàªëtà�áTÜxðYâ!ÿTÚNáTÚL( �û8à�ðTðFô	/
σ � â^ï$��à�ÛNáFô A ã�ÝNáTÚNÞFÝNã�ßgÚNÛNÜ¸õTðTÜ¸ë ÚNÛNáYâ3��Úcë�Õ �åõYâcã`ÝNðTÚNã�Ý;Þ7-=ÿTÚ ��ÚNáTë=ôeï8à¥ÿTÚQï8ðTÚNöêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ÞTëtà�à�ë

P(A) =
m∑

u=0

Pu(A |A(0, u))pu, A ∈ A.

)³ÝNëtà�ÝNÞTëX-oõFÝNÚ�ûTïYßgÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÚ���Ú1ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞFß
A ∈ Au

êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ê)à���Ú���áTÚ�û8ðTÚNëW�
ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNà

(Ωu,Au,Pu)
ã�ÚNêNÿYâ^ûvâcà�Ý)ã¥ô;ã`ï8ÚNêNðTÚNögêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/ ê�áYâcã��!ÞTáTà�ðTðTÚNë ÿTáTÚ �ã�ÝNáYâcðTã�Ý;êNà�-8ÿTáTÞ®ô;ã`ï8ÚNêNÞTÞ7-YõFÝNÚ$ðYâ^õYâ^ï8ñNðTÚNàªã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTà�áYâcêNðFßPï8ÚNã�ñ

u
4

Pu(A) = P(A |A(0, u)) =
P(A)

pu

, A ∈ Au.

!�@4È�@ ! $ ËDÌTÃ8ÆDÄ]ÆDÇDÄ�ÅVÎVÒHÃvÄ]Ë��]ÒZÍTÆ��vÑ;ÍTÇgÅ=Ä�� �YÎVÍ]Ì
)-ã�ÚNÛNÜ¸ö�ÞTðFÝNà�áTà�ã�ûTïYß�ÿTáTÞPï8ÚL(�à�ðTÞTö�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQïYßTà�Ý�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�ÿTÚNÿYâ^ûvâcðTÞFß1ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà
�cY û8à��ÚQïYÝ[Z`Õ _ ïYß

u ∈ Nm

ã�ÚcÛNÜ�ÝNÞTà�û8à��ÚQïYÝQâ�ê$ÿTáTÚNã�ÝNáYâQðTã�Ý;êNà
(Ωu,Au,Pu)

ÞTëtà�à�Ý@êNÞPû

D(u) =
∞⋃

k=0

Au(k, 0),

ÝNÚ@à�ã�ÝNñ.-vêNäPï�/³õYâcà�Ý¥êNã�à�ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞYÞ�Þ �
Ωu

-8ÿTÚNÿYâ^ûvâ�/ �!ÞTà�ÿTáTÞ�ðTà�äPÚcÝNÚNáTÚNë
k ∈ T

ê$ã�ÚNã�ÝNÚ �ßTðTÞTàM�FÕ��LáYâcã��!ÞTáTà�ðTðTÚNëLÿTáTÚNã�ÝNáYâQðTã�Ý;êNà *�ÝNÚ$ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�ÚNÿTÞTã�Ü¸ê;âcà�ÝNã�ß�ÿTÚNã�áTà`û8ã�ÝNêNÚNë

D(0, u) =
∞⋃

k=0

(A(0, u) ∩ A(k, 0)),

Ý^Õ àcÕ -8äPâcä�ã�ÚNêNÚNäFôPÿTðTÚNã�ÝNñ@êNã�à7,®ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTö7-vê�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ö�ëtÚNëtà�ðFÝ@êNáTà�ëtà�ðTÞ�ðYâ8,;Úeû8ÞTê��!Þ',;ã�ß
ê�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTÞ

u
-;â�ê�ðTà�ä]ÚcÝNÚNáTÜ¸ö@ëtÚNëtà�ðFÝ�êNáTà�ëtà�ðTÞ

k
ÿTÚNÿYâcê��!Þ',�ê�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞTà1�FÕC�Vâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTë

Ýcâcä (�à�ÛNÚQï8à�à�ÚNÛ��!à�à�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�û8à��ÚQïYÝQâ@ÿTáTÞ�ôNã`ï8ÚNêNÞTÞ7-võFÝNÚ¥ê@ðTà�ä]ÚcÝNÚNáTÜ¸ö�ëtÚNëtà�ðFÝ¥êNáTà�ëtà�ðTÞ
l ∈ T
ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ðYâ8,;Úeû8ÞPï8ã�ß�ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

u
4

D(l, u) =
∞⋃

k=0

(A(l, u) ∩ A(l + k, 0)).

�(êNÞPûYô!ã�ÝQâ��TÞTÚNðYâcáTðTÚNã�ÝNÞ$ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â Y ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNÞ$à���Ú ,PâcáYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTä$ÚcÝªêNáTà�ëtà�ðTÞ�ZDßTã�ðTÚ.-
õFÝNÚ@êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�û8à��ÚQïYÝQâ$ðTà��eâcêcÞTã�ÞFÝ@ÚcÝ

l
Þ�áYâcêNðYâ

Qu = P(D(l, u)) = lim
k→∞

P(A(l, u) ∩ A(l + k, 0)).
Y í]Ô�Z

�(Ü¸êNà`û8à�ëgáYâ3��ðTÚNã�ÝNðTÚNà-ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà³ûTïYß¥êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ¥û8à��ÚQïYÝQâFÕTù-ô;ã�ÝNñ�ã�ðYâeõYâ^ïvâ
0 < u <

m
Õ'2VÚ���ûvâ!ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà-û8à��ÚQïYÝQâ

D(0, u)
êQï8à�õTà�Ý �eâ!ã�ÚNÛNÚNö®ðYâcã�ÝcôPÿPï8à�ðTÞYà�Úeû8ðTÚ���Ú�Þ ��ÝNáTà7,®ê��eâcÞ �ëtÚNÞTã�äPï�/³õYâ�/ �!Þ',�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTöJÕ

ÖNÕ � ÝNà�õTà�ðTÞTà�ÿTà�áTêNÚ���Ú@ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ$êNáTà�ëtà�ðTÞ�ÿTáTÚNÞ ��Ú���ï8Ú¥ÿTà�áTà�ëtà>�!à�ðTÞTà!ê$ã`ï8à`ûYô	/ ��ô'/ äPâ �ÝNà���ÚNáTÞ./
u + 1

Y ðYâcã�ÝcôPÿTÞPï8Ú)ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Mu(0, u; 1, u + 1) = A(0, u) ∩ A(1, u + 1)

Z�Þ
�eâQÝNà�ëðYâcã�ÝcôPÿTÞPï�û8à��Ú^ïYÝTY áTà�â^ï8Þ ��ÚNê;â^ï8ÚNã�ñ$ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

D(1, u + 1)
Z
�

ÔPÕ � ÝNà�õTà�ðTÞYà)ÿTà�áTêNÚ���ÚgÿTà�áTÞTÚ�ûvâ êNáTà�ëtà�ðTÞ ÿTáTÚNÞ ��Ú���ï8ÚgÿTà�áTà�ëtà>�!à�ðTÞTà1ê ÿTáTà`û8Ü(ûYô��ô'/
äFâQÝNà���ÚNáTÞ./

u − 1
Y ðYâcã�ÝcôPÿTÞPï8Ú¥ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Mu(0, u; 1, u − 1) = A(0, u) ∩ A(1, u − 1)
Z�Þ

�eâQÝNà�ëðYâcã�ÝcôPÿTÞPï�û8à��Ú^ïYÝTY áTà�â^ï8Þ ��ÚNê;â^ï8ÚNã�ñ$ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
D(1, u − 1)

Z
�
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�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� Ôcæ

æFÕ ��ÝNà�õTà�ðTÞTà$ÿTà�áTêNÚ���Ú®ÿTà�áTÞTÚ�ûvâ.êNáTà�ëtà�ðTÞ1ÿTáTÚNÞ ��Ú���ï8Ú®ÿTà�áTà�ëtà>��à�ðTÞTà$ê.ÝNà�äFô�!ô	/ äPâQÝNà ���ÚNáTÞ./
u
Y ðYâcã�ÝcôPÿTÞPï8Ú�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà

Mu(0, u; 1, u) = A(0, u)∩A(1, u)
Z�Þ �eâQÝNà�ëHðYâcã�ÝcôPÿTÞPï

û8à��ÚQïYÝTY áTà�â^ï8Þ ��ÚNê;â^ï8ÚNã�ñ$ã�ÚNÛNÜ(ÝNÞTà
D(1, u)

Z`Õ
�!ÚNáTëoâ^ï8ñNðTÚ *�ÝNÚ$Ú���ðYâeõYâcà�Ý

D(0, u) ⊆ Mu(0, u; 1, u + 1) + Mu(0, u; 1, u − 1) + Mu(0, u; 1, u).

ùªÚNã�äPÚQï8ñNäFô�-8ÚNõTà�êNÞPû8ðTÚ'-

P(Mu(0, u; 1, u + 1)) = p, P(Mu(0, u; 1, u − 1)) = q, P(Mu(0, u; 1, u)) = 1 − p − q,

ÿTÚ ��ÚNáTë=ô�ï8à�ÿTÚQï8ðTÚNö®êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ �eâcäPï�/³õYâcà�ë

P(D(0, u)) = pP(D(1, u + 1)) + (1 − p − q)P(D(1, u)) + qP(D(1, u − 1)).

� ã�ÿTÚQï8ñ���ôNß Y í]Ô�ZK-TÚcÝNã/(ûvâ$ÿTÚQïYôPõYâcà�ë

Qu = pQu+1 + (1 − p − q)Qu + qQu−1,

Ý^Õ àcÕ -
Qu+1 −

p + q

p
Qu +

q

p
Qu−1 = 0, 0 < u < m.

Y í;æCZ
ùªáTÞ

u = 0
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�û8à��ÚQïYÝcâ�û8ÚNã�ÝNÚNêNà�áTðTÚ.-Jâ@ÿTáTÞ

u = m
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�û8à��ÚQïYÝQâ¥ðTà�êNÚ���ëtÚL(@ðTÚ

Y ÚNÛ;â�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß�ßTêQïYß./
ÝNã�ß�ÿTÚ���ï8Ú���â�/ �!ÞTëtÞ�ZK-8ÿTÚ�*�ÝNÚNë=ô

Q0 = 1, Qm = 0.
Y íNí[Z

î-áYâcêNðTà�ðTÞTàMY í;æCZ\ã¸äTáYâQà�êNÜ¸ëtÞ�ôNã`ï8ÚNêNÞFßTëtÞcY íNí[ZJû8ÚNÿFôNã�äFâcà�Ý *� ��à�äFÝNÞTêNðTÚNà�áTà��!à�ðTÞTà�-;ä]ÚcÝNÚNáTÚNà
ëtÜxÿTÚQïYôPõTÞTëê�ã`ï8à`ûYô	/ �!à�ëÿFôPðTäFÝNàcÕ

!�@4È�@g& �-Ä �1Ä]ÆDÇDÄ �ZËDÌTÃ8ÆDÄ]ÆDÇ\Ò�ÅVÎDÒ�Ã8Ä]Ë��]ÒZÍTÆ �vÑNÍTÇgÅ=Ä�� �YÎVÍ]Ì
�=â3��ðTÚNã�ÝNðTÚNà¥ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà=Y í;æCZ�ã¥äTáYâcà�êNÜ¸ëtÞ ôNã`ï8ÚNêNÞFßTëtÞ Y íNíCZ�ëtÚL(@ðTÚ�áTà��!ÞFÝNñ)ëtà�ÝNÚ�û8ÚNë ,]â �áYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTõTà�ã�äPÚ���Ú¥ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß7-7ã�ë¸Õ -7ðYâcÿTáJÕ 8 í.-I0�øE: Õ , âcáYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTõTà�ã�ä]ÚNà!ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà�ûTïYß
Y í;æCZ(ÞTëtà�à�Ý@êNÞPû

λ2 −
p + q

p
λ +

q

p
= 0.

Y í]ò�Z
ùªáTÞ

p 6= q
*�ÝNÚ�ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà®ÞTëtà�à�Ý�û8ê;â�áYâ3��ï8ÞTõTðTÜ-,Hêcà>�!à�ã�Ý;êNà�ðTðTÜU,gäPÚNáTðFß

λ1 = 1
-
λ2 =

(q/p)
Õ$)-ÛNÚ���ðYâeõTÞTë

y = q/p
-FÝcâcä�õFÝNÚ

λ2 = y
ÕW)-Û��!à�à�áTà��!à�ðTÞTà�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß Y í;æCZ(ÞTëtà�à�Ý@êNÞPû

Qu = C1λ
u
1 + C2λ

u
2 = C1 + C2y

u,

��û8à
C1, C2 > ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸à�ÿTÚNã�ÝNÚ^ßTðTðTÜ¸à�-8ÚNÿTáTà`û8à`ïYßTà�ëtÜ¸à�Þ ��äTáYâcà�êNÜ-,.ô;ã`ï8ÚNêNÞTö Y íNí[ZK4

C1 = −
ym

1 − ym
, C2 =

1

1 − ym
,

ÚcÝNäFôeûvâ
Qu =

yu − ym

1 − ym
, (p 6= q, y =

q

p
6= 1).

Y í;øCZ



ÔQí ��� ���������	��
�������

ùªáTÞ
p = q

Y
y = 1

Z�,PâcáYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTõTà�ã�ä]ÚNà®ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà®ÞTëtà�à�Ý1äTáYâQÝNðTÜ¸öHäPÚNáTà�ðTñ
λ1,2 = 1

-
ÿTÚ�*�ÝNÚNë=ô®ÚNÛ��!à�à�áTà��!à�ðTÞTà�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß Y í;æCZ�Þ �!à�ÝNã�ß�ê�êNÞPû8à

Qu = (C1 + C2u)λu
1 = C1 + C2u,

��û8à�ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ¸à�ÿTÚNã�ÝNÚeßTðTðTÜ¸à�ÚNÿTáTà`û8à`ïYß./
ÝNã�ß�Þ ��äTáYâcà�êNÜ-,®ôNã`ï8ÚNêNÞTö Y íNíCZ�4

C1 = 1, C2 = −
1

m
,

ÚcÝNäFôeûvâ
Qu = 1 −

u

m
, (p = q, y =

q

p
= 1).

Y í]ý�Z
�(Ü¸áYâ3(�à�ðTÞFß Y í;øCZ�Þ Y í]ý�Zªûvâ�/
Ý1ÿTÚQï8ðTÚNà®áTà��!à�ðTÞTà®ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß Y í;æCZ�ã.äTáYâcà�êNÜ¸ëtÞgô;ã`ï8Ú �êNÞFßTëtÞ Y íNí[Z�ÿTáTÞ.ï�/³ÛNÜ-,.û8ÚNÿFôNã�ÝNÞTëtÜU, ��ðYâeõTà�ðTÞFß',�ÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÚNê

p, q
Õ�]�â�áTÞTãcÕvøFÕ â�ÿTáTÞTêNà`û8à�ð

��áYâ���ÞTä �eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNÞ$êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�û8à��ÚQïYÝQâªÚcÝ�ðTÚNëtà�áYâªðYâeõYâ^ï8ñNðTÚNö�äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ
u
ÿTáTÞ ��ðYâ �õTà�ðTÞFß',�ÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÚNê

m = 10
-
p = 0.5

-
q = 0.3

ÕJè8û8à�ã�ñ
y = 3/5 < 1

Õ�]�â$áTÞTãcÕJøFÕ Û@ÿTÚNäFâ3�eâcð
âcðYâ^ï8Ú���ÞTõTðTÜ¸ö ��áYâ���ÞTäLûTïYß ��ðYâeõTà�ðTÞTöxÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÚNê

m = 10
-

p = 0.3
-

q = 0.5
Õ
è8û8à�ã�ñ

y = 5/3 > 1
ÕYùªáTÞ

p = q
�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNñ

Qu

ÚcÝ
u
ï8ÞTðTà�öTðYâ'-8ê�ÞPïTï�/³ã�ÝNáYâ��TÞTÞ�ðTà�ÚNÛ:,]Ú�û8ÞTëtÚNã�ÝNÞ

âCZ
p = 0.5

-
q = 0.3

-
y = 3/5

Û[Z
p = 0.3

-
q = 0.5

-
y = 5/3

�tÞTãcÕ8ø'4��ZáYâ���ÞTäTÞ
Qu

ðYâ�ÛNà�ã�ä]ÚNðTà�õTðTÚNë���ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà�êNáTà�ëtà�ðTÞ7-
m = 10

ðTà�Ý^Õ )³ÝNëtà�ÝNÞTëX-¸õFÝNÚgêNÜ¸áYâ3(�à�ðTÞTà Y í]ý�Z�ëtÚ8(@ðTÚbÿTÚQïYôPõTÞFÝNñHðTà�ÿTÚNã�áTà`û8ã�Ý;êcà�ðTðTÚHÞ � Y í;øCZ$ÿTáTà �û8à`ï8ñNðTÜ¸ë ÿTà�áTà7,]Ú�û8ÚNë ÿTáTÞ
y → 1

-]ã�ë¸Õ]ôPÿTáJÕvÖNÖcÕ	�gÝQâcÛQï\ÕPí�ÿTáTÞTêNà`û8à�ðTÜ õTÞTã`ï8à�ðTðTÜ¸à ��ðYâ^õTà�ðTÞFß
êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ®û8à��ÚQïYÝQâ$ÿTáTÞ

m = 10
-
y = 3/5, 1, 5/3

Þ
u = 0, 1, . . . ,m

Õ

2=âcÛQï8Þ	�Yâ�í.4��(à�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ®û8à��ÚQïYÝcâ�ðYâ�ÛNà�ã�äPÚNðTà�õTðTÚNë���ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà�êNáTà�ëtà�ðTÞ

y u� Ö Ô æ í ò ø ý � _ ÖA�
3/5
Ö%�FÕçò3_�� �FÕ æ;òcø �FÕçÔPÖNÖ%�FÕ×Ö^ÔQí �FÕ �;ýNÔ �FÕ �cíTÖ%�FÕ �;ÔNÔ��FÕ �FÖNÖ%�FÕ ���cí �

Ö Ö �FÕ _ �FÕ � �FÕçý �FÕ ø �FÕçò �FÕ í �FÕ æ �FÕçÔ �PÕ×Ö �
5/3
Ö%�FÕ _ _Nø �FÕ _�� _ �FÕ _;ý�� �FÕ _;ò3_ �FÕ _;Ô����FÕ �;ýcø �FÕçý�� _ �FÕ øcíNí �FÕ íC�;Ô �



�������E���R
����	��
�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� ÔNò

2Và�ÿTà�áTñ1ðTà�ÝNáFô�ûvðTÚbêNÜ¸õTÞTã`ï8ÞFÝNñ�Þ�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞÿTÚ��£ï8Ú��!à�ðTÞFßÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà�ë
mÿTáTÞ®ôNã`ï8ÚNêNÞTÞ®ã�ÝcâcáFÝQâ�ê�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

u
Õ � ��ã�ÚNÚNÛNáYâ3(�à�ðTÞTö®ã�ÞTëtëtà�ÝNáTÞTÞ�ßTã�ðTÚ.-TõFÝNÚ�êNÜ¸áYâ3(�à�ðTÞTà

ûTïYß@Ýcâcä]ÚNö¥êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ®ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß®Þ � Y í;øCZtÞVY í]ý�Z1�eâcëtà�ðTÚNö
p
ðYâ

q
-
q
ðYâ

p
Y Ý^Õ àcÕ

y
ðYâ

y−1 ZÞ
u
ðYâ

m − u
ÕtùªáTÚ�û8à`ïvâcê�ÝQâcäTÞTà �eâcëtà�ðTÜ -tÿTÚQïYôPõYâcà�ë ûTïYß êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö

Su

ÚNä]ÚNðTõYâcðTÞFß
ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â$ê�ÿTÚ���ï8Ú���âE/ �!à�ëLã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

m
4

Su =
1 − yu

1 − ym
, p 6= q (y 6= 1)

Þ
Su =

u

m
, p = q (y = 1).

�(ÞPû8ðTÚ.-�õFÝNÚbÿTáTÞHï�/³ÛNÜ-,���ðYâeõTà�ðTÞFß',ÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÚNê
Qu + Su = 1

-(â�*�ÝNÚ Ú3��ðYâ^õYâcà�Ý�-�õFÝNÚbã
êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/ Ö�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã �eâ�äPÚNðTà�õTðTÚcà�êNáTà�ë=ß�ÿTÚ��£ï8Ú���âcà�ÝNã�ß�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà�ë ��ÞPï8Þ�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞ �à�ë

m
-tâ B>ES�H�UCJC<�HCFKJCL"N�>AF � H'<�> �	<�H'P ` S�H �.HEQ � DEJ�>KQRLE<�HCFKJCD ` S�H'a�>AFF@ SE@CBE<E@��'-VðTà�ã�ëtÚcÝNá]ßHðYâÛNà�ã�äPÚNðTà�õTðTÚNã`Ý;ñ@êNáTà�ëtà�ðTðTÚ���Ú+��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝcâFÕ

!�@4È�@ � �!ÄPÑ�� �8ÆDÄ[!DÆ��8Ä !DÇVÑcÎ �#�JÌTÍTÄ���8ËDÇ
	
� ã`ï8Þ�õTÞTã`ï8Ú�äPâQÝNà���ÚNáTÞTö

m
êNà`ï8ÞTä]Ú.-FÝNÚ<,]ÚNáTÚ��!à�à�ÿTáTÞTÛQï8Þ (�à�ðTÞTà³ûTïYß®êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ®û8à��ÚQïYÝQâ

ëtÚ8(@ðTÚ�ÿTÚQïYôPõTÞFÝNñ.-8áYâcã�ã�ëtÚcÝNáTà�ê@ÿTáTà`û8à`ï Y í;øCZK-IY í]ý�Z(ÿTáTÞ
m → ∞

Õ
�Lã`ïYôPõYâcà

p = q
Þ �"Y í]ý�Z(ÿTÚQïYôPõYâcà�ë

lim
m→∞

Qu = 1.

W�ÝNÚ®Ú���ðYâ^õYâQà�Ý�-ZõFÝNÚ.ã�ôPêNà`ï8ÞTõTà�ðTÞTà�ëxõTÞTã`ïvâ¥äFâ^ÝNà���ÚNáTÞTö1êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ.û8à��ÚQïYÝQâ.ã�ä]ÚQï8ñ¥ô'��Úeû �ðTÚ¥ÛQï8Þ ��ä]Ú.ÿTáTÞTÛQï8Þ (�âcà�ÝNã�ß�ä�à`û8ÞTðTÞ	�TàcÕIW�ÝNÚQÝ®áTà>��ôeï8ñeÝQâQÝ.ï8à���ä]Ú.ÞTðFÝNà�áTÿTáTà�Ý;ÞTáFô;à�Ý;ã�ßJÕ7�(êNÞPûYô
ã�ÞTëtëtà�ÝNáTÞTÞgÿTà�áTà7,;Ú�û8ÚNê Y

p = q
Z-ô�ûvâ^ï8à�ðTÞTà¥êNà�á�,FðTà�ö ÿTÚ��£ï8Ú���â�/ �!à�ö äPâQÝNà���ÚNáTÞTÞ ÿTÚNêNÜ3��âcà�Ý

��âcðTã�Ü�ðYâ!û8à��ÚQïYÝ Y êNà`û8ñ$êNáTà�ëtà�ðTð 	ÚNö ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝ@ðTà�Ú���áYâcðTÞTõTà�ð�� Z`Õ
\³ðYâ^ï8Ú���ÞTõTðTÜ¸öLáTà>��ôeï8ñeÝQâQÝgÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ßLÞ � Y í;øCZ�ÿTáTÞ

p < q
Y
y > 1

Z`Õ �%*�ÝNÚNë�ã`ïYôPõYâcà
ÿTà�áTà7,]Ú�û8ÜX��êNðTÞ �E�^Y ê¥ðYâcÿTáYâcêQï8à�ðTÞTÞ�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß�û8à��ÚQïYÝQâCZ
ÛNÚQï8à�à!êNà�áTÚeßFÝNðTÜ -JõFÝNÚ.Þ�ÚNÛNà�ã�ÿTà �õTÞTê;âcà�ÝcY ê!ÚcÝNã�ô]ÝNã�Ý;êNÞTàªÿTÚ���ï8Ú��!à�ðTÞFß.ã�êNà�áR,Pô.Z�ðYâ!ÛNà�ã�ä]ÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNàªêNáTà�ëtà�ðTÞ¥û8à��ÚQïYÝ
ã�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ�/ ÖNÕ
ùªáTÞ

p > q
Y
y < 1

ZK-tä]Ú��£ûvâ)ÿTà�áTà7,;Úeû8Ü êNêNà�áR,gÛNÚQï8à�à®êNà�áTÚeßFÝNðTÜ -oõTà�ëåÿTà�áTà7,;Ú�û8Ü&êNðTÞ ��-
ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß�äPâ^õTà�ã�ÝNêNà�ðTðYÚ@ÞTðTÚNö�áTà>��ô�ï8ñ^ÝQâQÝ

lim
m→∞

Qu = yu = eu ln y.

� *�ÝNÚNëLã`ïYôPõYâcà!êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNñ@û8à�ªÚQïYÝcâ@ëtà�ðTñ��!à@Ö�ûTïYß�ÿTÚQï8ÚL(@ÞFÝNà`ï8ñNðTÜ-,�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ-,�äPâQÝNà ���ÚNáTÞTö7-8Þ *�ä]ã�ÿTÚNðTà�ð	�TÞYâ^ï8ñNðTÚ$ôPÛNÜ¸ê;âcà�ÝTY Ý^Õ äJÕ
ln y < 0

Z(ã�áTÚNã�ÝNÚNëðTÚNëtà�áYâ�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÚNö�äPâQÝNà���Ú �áTÞTÞJÕ��Lã`ïYôPõYâcà�ÝQâcä]ÚNö�âcã�ÞTëtëtà�ÝNáTÞTÞ�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â �eâcà�ë1�!ÞTäTÞ7-8ÞTëtà/ �!ÞTàªû8ÚNã�ÝQâQÝNÚNõTðTÚ@êNÜ¸ã�ÚNäFô	/
ðYâ^õYâ^ï8ñNðFô	/ äTáTà`û8ÞFÝNðFô'/ äPâQÝNà���ÚNáTÞ./�-VÞTëtà/
Ý�ã�ô�!à�ã�Ý;êNà�ðYðTÜ¸à ��âcðTã�Ü ðYâ�êNÚ���êNáYâQÝ�äTáTà`û8ÞFÝQâ
ûvâ3(�àªðYâ�ÛNà�ã�ä]ÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà�êNáTà�ëtà�ðTÞJÕ

�WIWV � N<Z�Z 	1Z�R � �aN�\]U���N<Z]S @�\�Z B8Z Z]U
� ûvâcðTðTÚNë�ÿFôPðTäFÝNà-ëtÜ�ÿTà�áTà�öPû8à�ëgðYâ�ã`ï8à`ûYô	/ �!ÞTö¥ôPáTÚNêNà�ðTñ�ã`ï8ÚL(@ðTÚNã�ÝNÞJÕ'�ªáTÚNëtà
ä]ÚNðTà�õTðTÚNã�ÝNÞ
ëtðTÚ8(�à�ã�ÝNê;â)ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTö

N = {0, 1, . . . ,m}
ëtÜ Ûcô�û8à�ëåÿTáTà`û8ÿTÚQïvâ��`âQÝNñ1Ýcâcä (�à®äPÚNðTà�õTðTÚNã`ÝNñ

êNáTà�ëtà�ðTðTÚ���Ú ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝQâ'-TÝeÕ àcÕ -YÛcô�û8à�ëHÿTÚQïvâ��`âQÝNñ
T = {0, 1, . . . , T}

Õ.�ÿJÕFíTÕçÔ�ðYâcëgðTà³ôeûvâ^ï8Úcã�ñ
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êNÚNã�ÿTÚQï8ñ���ÚNê;âQÝNñNã�ß@ã£û8êNÞ	�`âcëtÞ@ÿTÚ ��êNà�áFÝNÞTäPâ^ï8Þ���õFÝNÚ�ÿTáTÞTêNà`ï8Ú�ä$ðTà�ÚNÛL,;Ú�û8ÞTëtÚNã�ÝNÞ¥áTà���âQÝNñ�áYâ3� �ðTÚNã�ÝNðTÜ¸à�ôPáYâQêNðTà�ðTÞFß7-ZõFÝNÚ.-7êNÿTáTÚNõTà�ëX-JÚNäPâ3�eâ^ï8ÚNã�ñ.áTà�â^ï8Þ ��ô;à�ëtÜ¸ë�âcðYâ^ï8ÞFÝNÞTõTà�ã�äTÞ7-\ê+�eâcëtäTðFô �ÝNÚNëgêNÞPû8àcÕ.��ðYâcã�ÝNÚ^ß �!à�ëHÿFôPðTäFÝNàªã�ÚNÚcÝNêNà�ÝNã�Ý;êcô	/ ��ÞTà-ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß®à>�!à-ÛNÚQï8à�à³ôNã`ï8ÚL(@ðFß./
ÝNã�ß7-
ðYâcöFÝNÞ�Þ',�âcðYâ^ï8ÞFÝNÞTõTà�ã�äPÚNà!áTà��!à�ðTÞTà�-JêNÚNã�ÿTÚQï8ñ���ÚNê;âcê��!ÞTã�ñ¥ã£û8êNÞ	�`âcëtÞ ��ÿTÚ+��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝQâ^ï8Þ��E-7ðTà
ôeûvâcà�ÝNã�ßJÕ��Dà���âQÝNñ$ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß�ÿTáTÞPû8à�ÝNã�ß�õTÞTã`ï8à�ðTðTÜ¸ëtÞ�ëtà�ÝNÚ�ûvâcëtÞJÕ

� ÝQâcä7-JáYâcã�ã�ëtÚcÝNáTÞTëxëtÚ�û8à`ï8ñ.-JÚNÿTÞTã�âcðTðFô	/ ê.ÿJÕJíTÕ×ÖNÕ×Ö�-7ã!ÝNà�ë ÚcÝeï8ÞTõTÞTà�ëX-ZõFÝNÚ®ëtðTÚL(�à�ã�ÝNêNÚ
ëtÚNëtà�ðFÝNÚNê1êNáTà�ëtà�ðTÞ

T = {0, 1, . . . , T}
ä]ÚNðTà�õTðTÚTÕ=î-áYâcêNðTà�ðTÞFßbûTïYßgêNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö�ã�ÚNã�ÝNÚ^ß �ðTÞTö Y æ _CZ!ã�ðYâeõYâ^ï8ñNðTÜ¸ëtÞHôNã`ï8ÚNêNÞFßTëtÞ Y íC�CZ�ã�ÚL,FáYâcðFß./
ÝNã�ß7-�ðTÚ1ÞTã�ÿTÚQï8ñ���ô	/
ÝNã�ß�ÝNÚQï8ñNäPÚ1ÿTáTÞ

k = 1, 2, . . . , T
Õ ]�âgáTÞTãcÕ³ý ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQï8à�ð8âHÿTÚNêNà�áR,FðTÚNã�ÝNñ.-
ÞPïTï�/³ã�ÝNáTÞTáFô'/ ��âQß û8ÞTðYâcëtÞTäFô

áYâ3��êNÞFÝNÞFß�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß�ÿTÚ�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFßTëêNÚ�êNáTà�ëtà�ðTÞJÕ

�tÞTãcÕQý	4 � ��ëtà�ðTà�ðTÞTà�áYâcã�ÿTáTà`û8à`ï8à�ðTÞFß�ÿTÚ�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFßTë�ã=ÝNà�õTà�ðTÞTà�ë�êNáTà�ëtà�ðTÞ
� p = 0.35

-
q = 0.1

-
m = 50

-
T = 100

-
u = 10

î-áYâcêNðTà�ðTÞTà�ûTïYß�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�û8à��ÚQïYÝQâªðTà�ã�Ú:,FáYâcðFßTà�ÝNã�ß
�
ê³ûvâcðTðTÚcö�ëtÚeû8à`ï8Þ!ô(�à�ðTà�Ý�ÞTð �ê;âcáTÞYâcðFÝNðTÚNã�ÝNÞ ,]âcáYâcäFÝNà�áTÞTã�Ý;ÞTä�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�â�ÚcÝNðTÚNã�ÞFÝNà`ï8ñNðTÚ�ã�û8êNÞ	��ÚNê"��ÿTÚ<��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝQâ^ï8Þ��QÕ�Woï8à �ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ¸à@ÞTã^,;Ú�û8Ü Y ÝNáYâcà�äFÝNÚNáTÞTÞ�Z�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQïYß./
Ý�ã�ÚNÛNÚNö1ä]ÚNðTà�õTðTÜ¸à$ÿTÚNã`ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;Þ

(a0, a1, . . . , aT )
*`ï8à�ëtà�ðFÝNÚNê

ak ∈ Nm, k ∈ T
Õ _ ïYßT�ªÞTäPã�ÞTáTÚNê;âcðTðTÜ-,

k ∈ T
-
v ∈ Nm

ÚNÛNÚ ���ðYâ^õTÞTë
A(k, v)

ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà
Xk = v

Y ê@ëtÚNëtà�ðFÝ.êNáTà�ëtà�ðTÞ
k
ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ðYâ8,;Ú�û8ÞFÝNã�ß)ê@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

v
Z`Õ�W�ÝNÚ$ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�êNäPï�/³õYâcà�Ý$êNã�àªÿTÚNã�ï8à`û8ÚNê;âQÝNà`ï8ñNðTÚNã�Ý;Þ�ã

ak = v
Õ _ âeï8à�à�-PûTïYß

k ≤ l
ÚNÛNÚ���ðYâ �õTÞTë

M(k, u; l, v) = A(k, u) ∩ A(l, v)
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà�ÿTà�áTà7,;Ú�ûvâ �eâ�êNáTà�ë=ß®ÚcÝ

k
û8Ú

l
Þ ��ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß

u
ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTà

v
Õ$�ªáTÚNëtàªÝNÚ���Ú.-8ÚNÛNÚ���ðYâeõTÞTë

D(l, u)
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTà=��û8à�ªÚQïYÝ¥ÿTáTÞ®ô;ã`ï8ÚNêNÞTÞ7-8õFÝNÚ@ê

ëtÚNëtà�ðFÝ@êNáTà�ëtà�ðTÞ
l
ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�ðYâ8,;Úeû8ÞPï8ã�ß�ê$ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞTÞ

u
�E4

D(l, u) =
T−l⋃

k=0

(A(l, u) ∩ A(l + k, 0)) =
T−l⋃

k=0

M(l, u; l + k, 0)

Þ
Q(l, u) = P(D(l, u))

Õ
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�E�����������������E���R
������1��� ��� ����� ÔNý

î-áYâcêNðTà�ðTÞTà@ûTïYßgêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ û8à��ÚQïYÝQâ)ÿTÚQïYôPõYâcà�ÝNã�ß�ã`ï8à`ûYô	/ �!ÞTëåÚNÛNáYâ3��ÚNë¸Õ _ ïYß
0 <

u < m
Þ

0 ≤ k < T
ÞTëtà�à�ë

D(k, u) ⊆ M(k, u; k + 1, u + 1) + M(k, u; k + 1, u) + M(k, u; k + 1, u − 1).

ùªáTÞTëtà�ðFßFß�ä *�ÝNÚNë=ô®êNäPï�/³õTà�ðTÞ./ ��ÚNáTë=ô�ïYô®ÿTÚQï8ðTÚNö®êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ Y Ö �CZK-TÿTÚQïYôPõYâcà�ë

Q(k, u) = pQ(k + 1, u + 1) + (1 − p − q)Q(k + 1, u) + qQ(k + 1, u − 1).
Y í��CZ

Ø(ÚNÚcÝNðTÚ��!à�ðTÞTà Y íR�CZ¸ÿTáTà`û8ã�ÝcâcêQïYßTà�Ý®ã�ÚNÛNÚNö�áYâ3��ðTÚcã�ÝNðTÚNà!ôPáYâcêNðTà�ðTÞTà!ÚcÝNðTÚNã�ÞFÝNà`ï8ñNðTÚb�ªôPðTä	�TÞTÞ
û8êcôR,�ÿTà�áTà�ëtà�ðTðTÜ-,

k, u
-
0 ≤ k ≤ T

-
0 ≤ u ≤ m

ðYâ �Tà`ï8ÚNõTÞTã`ï8à�ðTðTÚNö$ã�à�ÝNäPà�-;ÿTáTÞTëtà�á�äPÚcÝNÚNáTÚNö
ûTïYß�ã`ïYôPõYâQß

m = 3, T = 4
ÿTáTÞTêNà`û8à�ðbðYâ®áTÞTãcÕ��FÕ _ ïYß1áTà��!à�ðTÞFß�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß�ðTà�ÚNÛ:,]Ú�û8ÞTëtÚ

kT

u

m

0

äTáYâcà�êNÚNàªôNã`ï8ÚNêNÞTà
0äTáYâcà�êNÚNàªôNã`ï8ÚNêNÞTà
1áYâcã�õTà�ÝNðTÜ�à�ÝNÚNõTäTÞ

�tÞTãcÕ$�'4vØ(à�ÝNäPâ�ûTïYß�áTà��!à�ðTÞFß�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß Y íR�CZ(ã�äTáYâcà�êNÜ¸ëtÞ®ô;ã`ï8ÚNêNÞFßTëtÞ Y íC_CZK-IY ò��CZ
�eâ^ûvâQÝNñ$äTáYâcà�êNÜ¸à�ôNã`ï8ÚNêNÞFß7-YäPÚcÝNÚNáTÜ¸à�ê!ûvâcðTðTÚNë�ã�ïYôPõYâcà�ÞTëtà/
Ý@êNÞPû

Q(k, 0) = 1, Q(k,m) = 0, k = 0, 1, . . . , T,
Y íC_CZ

ÿTÚNã�äPÚQï8ñNäFô.ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß
0
Þ

m
ßTêQïYß./
ÝNã�ß�ÿTÚ��£ï8Ú���â�/ �!ÞTëtÞ7-vÞ

Q(T, u) = 0, u = 1, 2, . . . ,m − 1,
Y ò��CZ

ÿTÚNã�äPÚQï8ñNäFô
T
ßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ÿTÚNã`ï8à`û8ðTÞTëbëtÚNëtà�ðFÝNÚcë�êNáTà�ëtà�ðTÞ$ê³ûvâcðTðTÚNö�ëtÚeû8à�ï8ÞJÕ�ªáYâcà�êNÜ¸à�ô;ã`ï8Ú �êNÞFß�ÿTÚNäPâ3�eâcðTÜxðYâ�áTÞTãcÕ$��äTáFô'�`âcëtÞ�ÛNÚQï8ñ��!à���Ú$áYâ^û8ÞFôNã�âFÕ

�Dà��!à�ðTÞTà�ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß9Y íR�CZ�ÿTáTÚNÞ ��êNÚ�û8ÞFÝNã�ß)ã�ÿTáYâcê;â¥ðYâ^ï8à�êNÚ.-7ÝNÚ.à�ã�ÝNñ.-Zã�ðYâeõYâ^ïvâ¥êNÜ¸õTÞTã`ïYß �/
ÝNã�ß êcã�à ��ðYâeõTà�ðTÞFß
Q(T − 1, u)

-
u = 1, . . . ,m − 1

-�â��eâQÝNà�ë âcðYâ^ï8Ú���ÞTõTðTÚ
Q(k, u)

ûTïYß
k = T − 2, T − 3, . . . , 0

Õ
]�â®áTÞTãcÕ]_�ÿTáTà`û8ã�ÝcâcêQï8à�ðTÜ���áYâ��ªÞTäTÞbêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�û8à��ÚQïYÝQâ�ðYâ�äPÚNðTà�õTðTÚNë Y

T = 10
ZªÞ

ÛNà�ã�äPÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝcâ8,®êNáTà�ëtà�ðTÞ�ÿTáTÞ.ÝNà7,N(�à ��ðYâ^õTà�ðTÞFß',®ÿYâcáYâcëtà�ÝNáTÚNê.-TõFÝNÚ$Þ®ðYâ!áTÞTãcÕ8øFÕ
?ªÞTã`ï8à�ðTðTÜ¸à ��ðYâeõTà�ðTÞFßbêNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNà�ö�û8à��ÚQïYÝQâ�ðYâ�ä]ÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà¥êNáTà�ëtà�ðTÞ ÿTáTÞTêNà �û8à�ðTÜ�ê�ÝcâcÛQï\ÕvòPÕ
ùªáTÚ���áYâcëtëtðYâQß®ÞPïTï�/³ã�ÝNáYâ��TÞFß�ëoÚ�û8à`ï8Þ�ðYâcã�ÝNÚeß �!à���Ú@ÿYâcáYâ���áYâ���â�ÿTáTà`û8ã�ÝQâcêQï8à�ðYâ@ê 8 ý�: Õ
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âCZ
p = 0.5

-
q = 0.3

-
y = 3/5

Û[Z
p = 0.3

-
q = 0.5

-
y = 5/3

�tÞTãcÕC_'4 �ZáYâ���ÞTäTÞ
Qu

ðYâ³äPÚNðTà�õTðTÚNë Y
T = 10

ZDÞ�ÛNà�ã�ä]ÚNðTà�õTðTÚNë���ÚNáTÞ ��ÚNðFÝQâ8,�êNáTà�ëtà�ðTÞ7-
m = 10

2=âcÛQï8Þ	�Yâ$ò	4��(à�áTÚeßFÝNðTÚNã�Ý;Þ®û8à��ÚQïYÝQâ$ðYâ�äPÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà�êNáTà�ëtà�ðTÞ
T = 10

p, q u� Ö Ô æ í ò ø ý � _ Ö �
0.5, 0.3

Ö �FÕçòQæFÖ%�FÕçÔcøNæ �FÕ×Ö^Ô�� �FÕ �cíC_ �FÕ �FÖL���FÕ ���Nø �FÕ ���;Ô��FÕ ����� �FÕ ����� �
0.3, 0.5

Ö �FÕ ���;ò��FÕçýcæ�� �FÕçòNòQí �FÕ æ���� �FÕçÔcæ;Ô �FÕ×Ö^ÔQí �FÕ �;òcø �FÕ �;Ô�� �FÕ ���;ò �

� 2 º®µ �®¹C: :69 :�¾®¹ ��¼ * ¿":(¿�� 9 �x¿ ®º®¿®º�¼�
½¹¸¾®¿=<��x¿

�-ÌYÑ;Ñ����8ÍTËDÄ]ÍTÏ â���áTà���ÞTáTÚNê;âcðTðTÜ¸ö@ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�áTÞTã�äFâ 8 ò :;-NêNÜ¸õTÞTã`ï8à�ðTÞTà
êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã�ÝNÞ$áYâ3��ÚNáTà�ðTÞFß
Y û8à��ÚQïYÝcâCZ�ëtà�ÝNÚ�ûvâcëtÞ�áYâ3��ðTÚNã�ÝNðTÜ-,�ôPáYâcêNðTà�ðTÞTö 8 ò�:\Þ �Tà�ÿTà�ö ��âcáTäPÚNê;âb8 Ö ��: Õ

� � ¼�� 5����®¹¸¾®¿®¹

��Úeû8à`ï8ñ.-QáYâcã�ã�ëtÚcÝNáTà�ðTð8âQß�ê�0�í.-QëtÚ8(�à�Ý-ÛNÜ�ÝNñªÞTã�ÿTÚQï8ñ���ÚNê;âcðYâ³ÿTáTÞ�áTà��!à�ðTÞTÞ�ã`ï8à`ûYô	/ �!Þ',�ÿTáTÞ �äPïvâ^û8ðTÜ-,N�eâ^ûvâ^õ74

•
ÿTáTÚ���ðTÚ���ÞTáTÚNê;âcðTÞTà¸û8ÞTðYâcëtÞTäTÞ ��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÚ���Ú�ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß �eâcà�ë1�!ÞTäPâ�ê�ëtÚNëtà�ðFÝ�êNÜ(ûvâeõTÞ
à�ë=ô®äTáTà`û8ÞFÝQâ

k = 0 �
��ÚNáTëtÞTáTÚNê;âcðTÞTà�áTà>��à�áTêNÚNê�ûTïYß�ÿTÚNäTáTÜ�ÝNÞFß�äTáTà`û8ÞFÝNðTÚ���Ú@áTÞTã�äFâ

�

•
ëtÚNðTÞFÝNÚNáTÞTð	� ��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÚ���Ú�ã�ÚNã�ÝNÚ^ßTðTÞFß+�eâcà�ë1�!ÞTäPâ!ê�ÝNà�õTà�ðTÞTà-ã�áTÚNäFâªû8à�öTã�ÝNêNÞFß.äTáTà`û8Þ �Ýcâ
�
êNÜ¸õTÞTã`ï8à�ðTÞTà�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ!û8à��ÚQïYÝcâ-ê-ÚNã�Ýcâcê��!ÞTöTã�ß�ÿTà�áTÞTÚ�û@ðYâ-Úcã�ðTÚNê;âcðTÞTÞ�ÞTð.��ÚNá �ëoâ��TÞTÞ7-Jû8ÚNã�ÝcôPÿTðTÚNö�ê�ëtÚNëtà�ðFÝ�êNáTà�ëtà�ðTÞ

k
-
k = 1, 2, . . . , T − 1 �

Þ ��ëtà�ðTà�ðTÞTà@áYâ3��ëtà�áYâ
áTà>��à�áTê;â

�
É�Ë��]Å1�YÎ & ÇDÍTÏ @ @ @

� � ®º�¼ª» ¾®¹¸¾®¿=<

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄgÀ _ ÚNäFâ3�eâQÝNñ.-(õFÝNÚ
n
ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö áYâ3��ÛNÞTê;â�/
ÝgÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�Ý;êcÚ *`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,

ÞTã.,;Ú�û8ÚNê
Ω
ðYâ

2n
ÝNà�áTáYâcã�ÚNä Y ðTà�ä]ÚcÝNÚNáTÜ¸à�Þ �1ä]ÚcÝNÚNáTÜ-,xëtÚ���ô]Ý�ÚNäPâ3�eâQÝNñNã�ßxÿFôNã�ÝNÜ¸ëtÞRZK-�ã�ë¸Õ
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������1��� ��� ����� Ô3_

�eâcëtà�õYâcðTÞTà!ÔPÕ×Ö�ðYâ�ãcÕ íTÕ
$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ1È _ ÚNäFâ3�eâQÝNñ ��ÚNáTë=ôeïYô.ÿTÚQï8ðTÚNö�êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚNã`ÝNÞ�Þ �ªï8à�ëtëtÜ�ÔPÕçòPÕ
$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ1Ó �(Ü¸ÿTÞTã�âQÝNñ!ã�ÚNã�Ýcâcê�ëtðTÚL(�à�ã�ÝNê�ÞTðPû8à�ä]ã�ÚNê!ã�ôPëtëtÞTáTÚNê;âcðTÞFß@êM��ÚNáTë=ô�ï8à6Y Ö^ò�Z
ûTïYß�ã`ïYôPõYâQß

n = 5
Õ

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ ! ]�âcÿTÞTã�âQÝNñ ÿTáTÚ���áYâcëtë=ôxûTïYß�êNÜ¸õTÞTã`ï8à�ðTÞFß ÝNáTÞTðTÚNëtÞYâ^ï8ñNðTÜ-,¶êNà�áTÚ^ßFÝNðTÚ �ã�ÝNà�ö
B3(n, y)

-
−n ≤ y ≤ n

ÿTÚ ��ÚNáTë=ô�ïvâcë Y Ö^ò�ZK- Y ÖeøCZ�ûTïYß�ÿTáTÚNÞ ��êNÚQï8ñNðTÜ-, ��ðYâeõTà�ðTÞTö�ÿYâcáYâ �ëtà�ÝNáTÚNê
n = 1, 2, . . . , 100

Þ
p, q ≥ 0

-
p + q ≤ 1

Õ
$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ�& ùªÚNäFâ3�eâQÝNñ.-YõFÝNÚ$ÿTáTÚ��Tà�ã�ã�-��eâ^ûvâcðTðTÜ¸ö�ê�ÝcâcÛQï\Õ8æ'-FßTêQïYßTà�ÝNã�ß�ëoâcáTä]ÚNêNã�äTÞTë¸Õ
$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ=� _ ÚNäFâ3�eâQÝNñ.-PõFÝNÚ!ê!ÿTáTÞTëtà�áTà�ÔPÕçò�ÿTÚNã�ÝNáTÚNà�ð®ÿTáTÚ��Tà�ã�ã

(Xt, t ∈ T )
ã³ðTà>�eâcêNÞ �ã�ÞTëtÜ¸ëtÞ�ÿTáTÞTáYâ3�!à�ðTÞFßTëtÞJÕ

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ # ùªáTà�ÚNÛNáYâ3��ÚNê;âQÝNñ�ÿTáTÚ��Tà�ã�ã-Þ �ªÿTáTÞTëtà�áYâ�ÔPÕçÔ�ê!ëoâcáTä]ÚNêNã�äTÞTö.ÿTáTÚ��Tà�ã�ã-ëoà`ÝNÚ �û8ÚNë�ÿFôPðTäFÝQâ¥ÔPÕçýPÕ
$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ=� ùªáTÚNêNà�áTÞFÝNñ�ðTà�ÿTÚNã�áTà`û8ã�Ý;êNà�ðTðYÜ¸ë�ã�ôPëtëtÞTáTÚNê;âcðTÞTà�ëX-�õFÝNÚ�ã�ôPëtëoâ)êNà�áTÚ^ßFÝ �ðTÚNã�ÝNà�ö�êNã�à7,

n + 1
*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,�ÞTã.,;Ú�û8ÚNê$ê Y ÔcøCZ�áYâcêNðYâ®ÖNÕ

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄ�� _ ÚNäFâ3�eâQÝNñ.-YõFÝNÚ$ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNêNÚ+*`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜU,�ÞTã^,;Ú�û8ÚNê@ê�ëtÚ�û8à`ï8Þ�ÿJÕYíTÕ×Ö
ÞTëtà�à�Ý�ëtÚ��!ðTÚNã�ÝNñ�ä]ÚNðFÝNÞTðFô]ôFëoâFÕ1Y�� R�+ �$+�����& 4Vô;ã�ÝQâcðTÚNêNÞFÝNà�ê��eâcÞTëtðTÚ � Ú�û8ðTÚ���ðYâeõTðTÚNà®ã�ÚNÚcÝNêNà�Ý �ã�ÝNêNÞTà�ëtà>(�ûYô

Ω
Þ�ÚcÝNáTà>��ä]ÚNë

[0, 1]
-YÞTã�ÿTÚQï8ñ���ôNß®ÝNáTÚNÞTõTðTÜ¸à�áYâ3��ï8ÚL(�à�ðTÞFß�õTÞTã�à`ï

α ∈ [0, 1]
Z`Õ

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄgÀ�� �(Ü¸êNà�ã�ÝNÞ®ôPáYâcêNðTà�ðTÞFß7-Tã�êcß ��Ü¸ê;â�/ �!ÞTà�êNà�áTÚeßFÝNðTÚNã�ÝNÞ�ã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö®ê�ëtÚ�û8à`ï8Þ
ÛQïYô(�ûvâcðTÞFß�ðYâ
ÛNà�ã�äPÚNðTà�õTðTÚNë ��ÚNáTÞ ��ÚNðFÝNà(êNáTà�ëtà�ðTÞ^Y ÿJÕ^íTÕçÔ�ZK-^âcðYâ^ï8Ú���ÞTõTðTÜ¸àoôPáYâcêNðTà�ðTÞFßTë Y æ _CZK-
ûTïYß�ã`ïYôPõYâQß�ðTà�ÿTÚ���ï8Ú���â�/ �!à���Ú@êNà�áR,FðTà���Ú@ã�ÚNã�ÝNÚeßTðTÞFß

m
Õ

$ �DËDÌ'& ÆDÄ]ÆDÇDÄgÀ8À �(Ü¸êNà�ã�ÝNÞ Y í]ý�Z(Þ �"Y í;øCZK-TáYâcã�ã�ëtÚcÝNáTà�ê@ÿTáTà`û8à`ï�ÿTáTÞ
y → 1
Õ

´ ®¿":(µ � 5�¿43-¹¸º�¼ 3 � º49

8 Ö:��	��
�����������������XY Ô����cíCZ ) ÿTÚNðFßFÝNÞTÞ ðTà>�eâcêNÞTã�ÞTëtÚNã�ÝNÞgã�ÚNÛNÜ�ÝNÞTö ÚcÝNðTÚNã�ÞFÝNà`ïvñNðTÚ�áYâ3� �ÛNÞTà�ðTÞFß�ÿTáTÚNã�ÝNáYâcðTã�ÝNê;â *`ï8à�ëtà�ðFÝcâcáTðTÜ-,�ÞTã.,;Ú�û8ÚNêTÕ�� +-�'!���� & ��� ��� �(&'����& Õ
8 Ô�:������ �!��"#��
����%$���&'�dY Ö$_;ýQí[Z)( �'��� �$���A& �����%	�!��%	�!(&������� ��& �� 	�!���� �'!(&'# Õ �1Õ 4R]�â�ô �äPâFÕ -ZÖ^Ô���ãcÕ
8 æE:�*+��,��%-.� Y Ö$_Nø;Ô�Z � &�����%	���& ��'	�!���� �'!(&'# ÕW�1Õ 4 � ��û � êNÚ�ÞTðTÚNã�ÝNáJÕTï8ÞFÝNà�áJÕ -7ýcø;Ô!ãcÕ
8 í�:�&�������/��0� ���+$��1$��	Y Ö$_ _��CZ � ��ÛNáYâcðTðTÜ¸à=ï8à�ä	�TÞTÞ�ÿTÚ¸ëtÚeû8à`ï8ÞTáTÚNê;âcðTÞ./ ��ÞTðYâcðTã�ÚNêNÜ-,�áTÞTã �ä]ÚNêTÕYæ���ãcÕ -�24353767498:8$!$#�%'&vÕ #�!$/�%#;JÕ /�0�8=<?>A@B3 0�/5>AC�Õ 2437D�EGFIH�JKJC00C
8 ò�:�&�������/��0� ���L$��1$��eY Ô����FÖ�Z	M +�!(&JF9+�!�� �
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